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OZET

Klasik anlamdaki yakinsakliga alternatif olarak giiniimiize kadar ¢ok sayida
yakinsaklik tipi tanimlanmig ve bu kavramlar matematigin g¢esitli disiplinlerine
uygulanmistir. Bu yakinsaklik tiplerinden en c¢ok ragbet goreni kuskusuz
istatistiksel yakinsakliktir ve pozitif tam sayr kiimelerinin dogal yogunlugu
kavramina dayanmaktadir. Ilk olarak 1951 yilinda birbirinden bagimsiz olarak
Fast (Fast, 1951) ve Steinhaus (Steinhaus, 1951) tarafindan tanimlanmistir. Bu
kavram, tanitildiktan hemen sonra matematikte aktif ¢alisma alanlarindan biri
olmustur ve oOzellikle Schoenberg (Schoenberg, 1959), Salat (Salat, 1980),
Freedman ve Sember (Freedman, Sember, 1981), Fridy (Fridy, 1985), Connor
(Connor, 1988), Fridy ve Orhan (Fridy, Orhan, 1993) gibi birgcok matematikgi
istatistiksel yakisakligin gelisimine 6nemli katkida bulunmustur. Di Maio ve
Kocinac (Di Maio, Koc¢inac, 2008) topolojik uzaylarda istatistiksel yakinsaklik
kavramini tanimladilar.

Istatistiksel yakinsaklik Ozetle istatistiksel limit noktasinin komsuluklari
disinda kalan dizinin terimlerinin indislerinin olusturdugu kiimenin dogal
yogunlugunun sifir olmasi kosuluna dayanmaktadir. Bu kosul analizdeki
bildigimiz yakinsakliga gére daha zayif bir kosuldur. Klasik anlamda yakinsak
olan bir dizi ayn1 zamanda istatistiksel yakinsaktir. Klasik anlamdaki yakisaklig1
ve istatistiksel yakinsakligi i¢inde bulunduran ve dogal sayilar iizerindeki
idealleri kullanarak ideal yakinsaklik (| —yakinsaklik) kavrami, Kostyrko
(Kostyrko vd., 2000) tarafindan tanimlanmistir. Kostyrko vd. (Kostyrko vd.,
2001) ideal yakinsakliga bagl olarak | —limit noktas: ve | —yigilma noktas1
kavramlarin1 tanimladilar. Bu kavramlar iizerinde diger onemli c¢alismalar
Cinéura vd. (Cinéura vd., 2004) ve Kostyrko vd. (Kostyrko vd., 2000) tarafindan
verilmistir.

Bu boliimde toplanabilme teorisindeki ideal tanimi ile cebirdeki Boole halkasi
yardimiyla tanimlanan ideal taniminin birbirlerine denk oldugu gosterilecektir.
Buradaki amag olas1 bir anlam karmasasini veya kavram yanilgisini dnleyerek
konuyu agiklik getirmektir. Kullanilacak yaklasim matematigin temelindeki
mantik yaklagimiyla basit bir ispat yontemi olacaktir. Bu bolimiin 6nemi;
matematigin alt bilim dallarindan analiz ve cebirin ortak bir nokta buldugu ideal
kavramu ile ilgili 6nemli bir nota dikkatleri ¢ekmektir. Toplanabilme teorisinin
ideal yakinsaklik konusuna yeni baglayanlar i¢in ideal kavramiyla ilgili bir
durumu izah etmek faydali olacaktir.

Anahtar Kelimeler :Boole halkasi, toplanabilme teorisi, ideal, istatistiksel
yakinsaklik, ideal yakinsaklik



GIRIS

Tanim1l °:GXG -G

(91,92) = 91° 92
seklinde tanimlanan fonksiyona H de bir ikili islem denir.

Tamim 2 (Calhialp, 2001) G #= @ ve "°", G de bir ikili islem olmak iizere
asagidaki aksiyomlar1 saglayan (G, °) cebirsel yapisina grup denir.

i.  ° G de bir ikili islemdir.
ii.  °isleminin G de birlesme 6zelligi vardir. Yani, her a,b,c € G i¢in, a°
(b°c)=(a°b) °c dir.
iii.  °isleminin G de birim eleman: vardir. Yani, her a € G i¢in, a® e=e ° a=a
olacak sekilde Je € G vardir.
iv.  °iglemine gbre G deki her elemanin tersi vardir. Yani, her a € G igin,
a°a !=a"1°a = e olacak sekilde 3a~! € G bulunabilir.

Tanim 3 (G, °) bir grup ve her a, b € G igina ° b = b ° a degisme 6zelligi de
saglaniyorsa gruba, degismeli grup veya Abelyen grup denir.
Tanim 4 H # @ {izerinde tanimh iki ikili iglem "+" ve "." olsun. Asagidaki
aksiyomlar1 saglayan (H,+, .) cebirsel yapisina halka denir.
i. (H,*) bir degismeli gruptur.

ii. "."isleminin H de birlesme 6zelligi vardir.

iii.  "."isleminin "+" iglemi lizerine sagdan ve soldan dagilma 6zellikleri vardir.

Tanmim 5 H bir halkave @ # R c H olsun. H deki islemlere gore R alt kiimesi
kendi basina bir halka ise R ye H halkasinin bir alt halkas1 denir.

Tanum 6 H bir halka ve I da H nin bir alt halkas1 olmak tizere, a € [ ve x € H
icin ax € I ve xa € I ise [/ ’ ya, H’ nin bir ideali denir (Callialp, 2001).

Simdi 6zel bir halka olan Boole halkasini verecegiz ve Boole halkasi
yardimiyla tanimlanan ideal tanimini verecegiz.

Tamim 7 (Givant, Halmos, 2009) R bir halka ve a da R nin bir elemani olsun.
Eger a? = a ise R bir Boole halkasi olarak adlandirilir.



1. [lstatistiksel Yakinsakhk

Istatistiksel yakinsaklik pozitif tam sayilar kiimesinin dogal yogunlugunun
sifir oldugu durumlarla ilgilendigi i¢in Oncelikle dogal yogunluk kavrami
verilecektir.

N dogal sayilar kiimesinin bir A alt kiimesinin kardinal sayis1 |A| ile

gosterilsin yani,

Al :=card A olsun.

|4n|
n

Tanim 1.1 A c Nolsun. A ={k <n:k e A} olsun. Eger §(4) = lim
n
limiti mevcut ise 6(A) sayisina A kiimesinin yogunlugu denir. Dogal

yogunluk diger bir deyisle, bir A dizisi var ve bu A, dizisinin n den biiyiik

olmayacak sekilde segilen A, dizisinin n—oo i¢in A limitinin var olmast
n

halinde A dizisi yogunluga (dogal yogunluga) sahiptir denir. A kiimesinin iist

yogunlugu 5 (A)= Iimsup@ ve benzer sekilde Q(A) =liminf |ﬁn| olarak gosterilir

n—o -

(Freedman, Sember, 1981).

Onerme 1.2 § (A) bir alt yogunluk ve & (A) bir tist yogunluk olmak {izere
A S Nve B € Nigin

i. AcBise §(A)<5(B)
ii. AcBise 5(A)<5(B)
iii. Her AB icin 5§ (A)+5(B)>5(AUB)
iv. §(@)=6(2)=0
v. 6(N)=6(N)=6(N)=1
vi. A~Bise 5§(A)=5(B)
vii.  5(A)<5(A)

ozellikleri saglanir (Freedman, Sember, 1981).

Bu kisimda bazi Orneklerle dogal yogunluklarin nasil bulunacag:
gosterilmistir.



Ornek 1.3 A = {1,2,3, ...} = N kiimesi igin baktigimizda §(A) =1 dir. Burada

AD=1 AD)=2 AQ=3,... Am=n olup 5(A) = lim A0 — i 11 dir.
Ornek 1.4 A= {2,4,6,...} kiimesinin iki farkli yoldan dogal yogunlugunun
1/2 oldugunu gérmek miinkiindiir.

Lyol: A(1) =0,A(2) =1,A(3) =1, A(4) = 2,..,A(n) = [[ ]]oldugundan

cam B
6(A) - 6(A) —>oo n r{—»oo n - 2
2.y01: m:9,1,1,2131§,§“_111 n . olup
n 1234567 2n 2n+1
. A(n ) - . A(n
Q(A)zllmlnfﬂzllmlz1 ve 6 (A)=limsup ( )—|I _n 1
n n oo 2N 2 n n e 2n+1 2

S(A) = 5(A) = d (A) :% dir.

Tanim 1.5 x =(x, ) reel ya da kompleks degerli bir dizi olmak iizere her

£ > 0 sayist igin
.1
S(K)= !LnlﬁHk <n:fx —x|2&}[=0

olacak sekilde bir X, sayis1t mevcut ise bu x dizisi X, sayisina istatistiksel
yakinsaktir denir. st—limx = x, ile gosterilir (Fast, 1951; Steinhaus, 1951).

Tanimdan da anlasilacag gibi istatistiksel yakinsaklik dogal yogunlugun sifir
oldugu kiimelerle ilgilenir.

Istatistiksel yakinsaklik ile Cesaro matrisi kavramlarini karsilastiralim.

C, =(c,) Cesaro matrisi olmak tizere bu matris;

ile verilir. K (¢)= {k X = Xo| = g} Ve X K (¢) kiimesinin karakteristik

fonksiyonunu gostermek iizere



. .1
st-limx, =x, <:>v£>O,I|£‘nH|{ksn:|xk—x0|2g}|=0
©V8>O,Iim%ilK(€)(k):0
"N

©Ve>0lim(Cury,) =0

oldugu agiktir (Connor, 1988).

Teorem 1.6 Hicbir matris toplanabilme metodu, istatistiksel yakinsaklik
metodunu iceremez (Fridy, Orhan, 1993).

Teorem 1.7 p € N ve 0< p<w olsun. Asagidakiler saglanir.
i. Bir dizi x, sayisma kuvvetli p-—Cesaro toplanabilir ise x, sayisina

istatistiksel yakinsaktir.
ii.  Smurl bir dizi X, sayisina istatistiksel yakinsak ise X, sayisina kuvvetli

p — Cesaro toplanabilirdir (Connor, 1988).

Lemma 1.8 st — |lim X, =a ve st—limy, =b ve C bir reel say1 olsun. Bu
Kk—o0 k—o0

durumda
i. St_Lm(Xk+yk):a+b
ii. st—lim(cxk)zca dir (Salat, 1980).

Bu kisimda verdigimiz ornekler istatistiksel yakinsaklikla ilgili literatiirde
gecen veya kendi verdigimiz 6rneklerin detayli ¢oziimleridir.

Ornek 1.9 Sekildeki gibi tanimlanan,

()0 1 a2an)

0, nzk®

dizisini inceleyelim. Bulmamiz gereken, lim= {k <n: |Xk — X0| > 8}‘ =0

n—w N

olacak sekilde bir X, sayisidir.



n=k’=x,=n=>n-0=n=n>e=k*>e=k>e
n#k’=x,=0=|n-0/=|0-0/=02c=C.K=02.
Bu durumda & > 0 igin
{k<n:fx, =02 e} =[{k <n:n=k|x ~0]> &f| Ul{k <n:n =k’ |x ~0]> |
=[fk<n:n=kik=Vel|uffk<nin =kt 02

elde edilir. Her iki tarafin dogal yogunluguna bakilirsa eger;

Ler;%{ksn:|xk—0|25}|
:|im1{ksn:n:k2,kzﬁ}uliml{ksn:nikz,OZg}\
n*)OOn n*)mn

slim1~\/ﬁ+0:0.

n—wo N

Boylece (x, ) dizisi i¢in st—limx =0 oldugu goriilir.

Ornek 1.10 Asagidaki gibi tanimlanan

dizisi i¢in st —limx =1 oldugunu gosterelim.
n=kicin x,=n=|x, -] =|n-1=n-1>e=k*>e+l=>k>e+1

n=k? icin x_ L N

10



1 . .
£>0 ve k<= oldugundan {k <n:nzk?k< E} kiimesi sonlu bir
£ &

kiimedir. Buna gore

‘{kgn:|xn—]423}‘:‘{ksn:n:k2,|xn—ﬂ25}‘u‘{ksn:n¢k2,|xn—1|2g}‘

:‘{kgn:n:kz,k>\/57+1HUHkSn:n¢k2,kgl}

&

Yukaridaki denklemde her iki tarafin dogal yogunluguna bakilacak olursa

{k <n:nzk?k< 1} kiimesi simirlt oldugundan dogal yogunlugu sifirdir. Buna
£

gore

lim+ {k<n:|x, —]425}‘

n~>oon

.1 5 1 ) 1
=I|m—{k£n:n:k,k2\/g+1}ullm— k<n:nzk“,k<=
n—w n—w N &

sliml-Jﬁw:o.

n—o N

O halde (Xn) dizisi 1’¢ istatistiksel yakinsaktir. x —1(S) veya st—limx=1

seklinde gosterilir.

Uyari 1.11 Klasik anlamdaki yakinsak diziler sinirlidir; fakat istatistiksel
yakinsak her dizi sinirli olmayabilir. Simdi buna bir 6rnek verelim;

Ornek 1.12 Asagidaki gibi tanimlanan bir

n, n=k?
x=(xn)={O L (n=123..)

dizisini inceledigimizde n=k? igin ( xn) dizisinin dstten sinirli olmadigi

aciktir. (n =12,3, ) sonsuz tane deger alabilir (Demirci, 1998).

1"



Uyan 1.13 Yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir fakat tersi dogru
degildir. Buna bir ters 6rnek verecek olursak;

1, n=k?

o e (1230

x=(4)-]

dizisini inceledigimizde

x=(x,)=(1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1,...) = (X, %y, X5, %,-..)-
Burada dikkat edilirse (an ) —1 oldugu goriiliir diger durumlarda (x,)=0
dir. Burada

A
|imﬂ:|im E,E,Z,E,E,...,g,... =|img=0
nowo | n»o\1 2 3 45 n n—» N

olup istatistiksel yakinsaktir. Fakat lim x =0 ve lim  x, =1 olup alt ve iist

limitler birbirine esit olmadigindan bu dizi yakinsak degildir (Demirci, 1998).

2. ideal Yakinsakhk
Tanmm 2.1 (Kostyrko vd., 2000) X =& olsun. 1c2* (p(x)=2": X

kiimesinin kuvvet kiimelerinin ailesi ) sinifina, asagidaki sartlar saglandigi
takdirde, X de bir ideal denir.

1. Del
2. VABel=>AuBel

3. YAel,VBc A=Bel

Eger X | oluyorsa yani 1 =2 ise | idealine 6z ideal (non-trivial ideal)

ad1 verilir. Buna gére 2° digindaki tiim idealler 6z ideallerdir.

Tanmm 2.2 | , X de bir 6z (non-trivial) ideal olsun. Eger her x € X ig¢in
{X} el ise, yani | 6z ideali X in tim sonlu alt kiimelerini igeriyor ise, |

idealine uygun (admissible) ideal denir.

12



Tamm 2.3 X =& olsun. X in bos kiimeden farkli alt kiimelerinin F c 2*

sinifina agagidaki sartlar;

1. De«F
2. YABeF=AnBeF

3. VAel,VBoA=Bel

saglandig1 takdirde X de bir filtre (veya siizgec) ad1 verilir.
Asagidaki 6nerme idealle iliskilendirilmis filtreyi ifade etmektedir.

Onerme 2.4 X =& ve |, X’ de bir 6z ideal ( non-trivial ideal) olsun. Bu
durumda

F(1)={Mc X:3Acl:M=X-Al

siifina X iizerinde bir filtre denir. F ( | ) smifi | ile iligkilendirilmis filtre

olarak adlandirilir.

Tanmm 2.5 [, N dogal sayilar kiimesinde bir 6z ideal (non-trivial ideal)
olsun. Eger Ve >0icin A(g)={n:|x,—x|2¢}el oluyorsa x=(x,)" reel sayi
dizisine x, (] ye l-yakinsaktir (ideal yakinsaktir) denir.

Eger x=(xn) dizisi xo € R ye l-yakinsak ise |-limx,=x, veya
| —limx=x, olarak gosterilir ve = (%) dizisinin I-limiti denir [3]. Ideal

yakinsaklik kavraminin bazi bilinen yakinsaklik aksiyomlarini saglayip
saglamadig1 sorusu akla gelebilir. Yakisakligin en ¢ok bilinen aksiyomlari
asagidaki gibidir:

(S) Her x=(x,)=(XosXg:Xg:ees Xg,...) SADIL dizisi  xgeR’ye |-
yakinsaktir,

(H) Limitin tekligi; eger | —limx=x, ve | —=limx=x;"ise X, =X, " dur.

(F) Eger | —limX =X, ise X in her bir y alt dizisi i¢in | —limy =X, dir.

(U) Eger X in her bir y alt dizisinin X,’a | —yakinsak bir z alt dizisi varsa

x de X, a l-yakinsaktir denir.

13



Teorem 2.6 I, N nin bir uygun ideali olsun. Buna gore,

i. I —yakinsaklik (S), (H) ve (U) aksiyomlarini saglar.

ii. Eger | —ideali bir sonsuz elemanli bir kiime igeriyorsa, | —yakinsaklik (F)
aksiyomunu saglamaz.

Uyan 2.7 Eger bir | uygun ideal (admissible ideal) sonsuz elemanli kiime
igermiyorsa, N nin tiim sonlu alt kiimelerinin sinift ile | ¢akisir ve R’deki
yakinsaklik ile ideal yakimsaklik esittir. Bundan dolayr | — yakimsaklik (F)
aksiyomunu saglar.

Simdi | —yakinsaklikla ilgili birka¢ 6rnek verilecektir.

1, = (@} olsun. Bu N’de bostan farkli minimal non-trivial idealdir. A¢ik bir

sekilde bu dizi |, —yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart sabit dizi
olmasidir.

2.0 #M < N,M = Nolsun. 1,, =2" olarak segelim. Bu durumda |,, , N

kiimesinde bir 6z (non-trivial) idealdir. Bir x = (Xn )f dizisi |,, —yakinsaktir

gerek ve yeter sart N\ M {izerinde sabit dizidir (Her bir terimi N ile denk
geldiginden sabittir. Acikea I. ve II. 6rneklerinin agik bir halidir).
3. |, N’nin tiim sonlu alt sinifi olarak gosterilsin. Bu durumda |, N’ nin bir

uygun (admissible) idealidir ve |, yakinsaklik R ’deki klasik yakinsaklik ile

cakisir.
4. 1; ={A S N:d(A) = 0} olarak secilsin. Buna goére |;, N’nin bir

admissible (uygun) idealidir ve |, yakinsaklik istatistiksel yakinsaklik ile ¢akisir.

5. Is ={A S N:§(4) = 0} olarak segilsin. Buna gore |;, N’nin bir
admissible (uygun) idealidir ve |, yakinsaklik logaritmik istatistiksel
yakinsakliga indirgenmis olur. Eger 15 —limx, =X, ise 1, —limXx = X, dir (

iii. e bakiniz ). Tersi dogru degildir.

4.ve 5. siklarda, ideal yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik arasindaki iligki
goriilebilir (Kostyrko vd., 2000).

Tamm 2.8 |,, 2NN nin bir ideali olmak iizere eger her & > Qigin

{(k,1) eN x N: |xk_l —x0| >celel,
oluyorsa ( Xk,l) ¢ift indisli dizisi 1, — yakinsaktir denir (Tripathy, 2005).

14



Tanmim 2.9 Bir x =(x, ) dizi olmak iizere her ¢,6>0 i¢in

1
{neN:El{k < n:lxg — xo| = €} 25}61

ise x=(x,) dizisi, X;’a I —istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda
X, —> % (S (1)) veya s(1)-lim,_,, x, =x, olarak ifade edilmektedir. Tim | —

istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S(I) ile gosterilir (Das vd., 2001).

3. Boole Halkasi Yardimiyla Tamimlanan ideal Tanimu ile Toplanabilme
Teorisindeki Ideal Tanmimlarinin Denkligi

Bu béliimde toplanabilme teorisindeki ideal tanimi ile cebirdeki Boole halkas1
yardimiyla tanimlanan ideal tanimlarin denk oldugu gosterilecek.

Daha 6nce Tanim 7 de bahsedilen Boole halkasinda;
“ A~ ifadesi simetrik fark olmak iizere A ve B kiimesinin simetrik farki;

AAB = (A\B)U(B\A)

non

dir. Burada "+ " ISIle yerine simetrik fark (A) ve . lsleml yerine de k651$1m

alinirsa tanimlanan Boole halkast (P(X), A, M) seklinde olur.

Teorem 2.1 Boole halkasi yardimiyla tanimlanan ideal (P(X), A, m),

Kostyrko (Kostyrko vd., 2000) nun tanimladig: toplanabilme teorisindeki ideale
denktir.

Toplanabilmedeki ideal Boole Halkasi ile tanimlanan ideal tanimi:
tanimi: 1. 1.oel
i. i.gel 2. 2.VABel=AABel
ii.  WLVABel=AUBell 3. 3vBcP(X)ve VAc! igin AnBel
1. iii. vVAel, VBc A=Bel

Ispat: Soldaki ve sagdaki ifadelerin birbirlerine denk oldugunu gésterelim.
(::) 1. sartindan dolay1 1. sartinin saglandig1 agiktir.

15



Simdi 2. nin saglandigin1 gosterelim. Yine aym sekilde i. ii. ve iii. saglansin.
VA Bel = AABel midir?

ii. den VABel=AuBel idi. A ve B nin simetrik farki
AAB =(A\B)uU(B\A) olup

A\Bc Ael

B\ACBEI}:(A\B)GI,(B\A)GI

dir.
ii. den VA Bel = AUB el idi. Ayni sekilde
(A\B)elve (B\A)el = (A\B)U(B\A)=AAB< .

Son olarak 3. iin saglandigini gosterelim. i. ii. ve iii. saglansin. Bu durumda
VB € P(X)ve VA€ icin AnB € I mdir?

iii. den
BccA=BAcCA

dir,. BNAc A ve ii) den VAel oldugundan BN Ae| elde edilir.
| = P(X) oldugundan,

VBeP(X) ve VAel icin AnBel

dir. Boylece 3. i gostermis olduk. Simdi de yeter sartin saglandigini gosterelim:

16



(:c) Simdi 1. 2. 3. sartlarinin saglandigin1 kabul edelim 1. ii. iii. sartlarinin

saglandigini gosterelim.

i. nin saglandig1 agiktir.
ii. VABel > AuBel midir?

2. den VA Bel = AABel oldugunu biliyoruz.
AAB =(A\B)U(B\A)el ve 3. den AnBel. Burada simetrik farktaki

esitligin sag tarafiz (A\B)U(B\A)=X ve (AnB)=Y ile gosterelim. 2.
ye benzer olarak X,Y e | = XAY e dir.

A\B)U(B\A))A(ANB)} el

(

((A\B)u(B\A)\(ANB) JU[(ANB)\(A\B)u(B\A)) ]| e
(AUB)\(ANB))u((ANB)\(AUB))lel

AUB)A(ANB)| el

olup (AuUB)el ve (AnB)el dir. Bizim gostermemiz gereken de
(AUB)el idi. Dolayisiyla VABel igin (AuwB)e | dir. Son olarak iii.

saglandigini gostermemiz yeterli olacaktir.

iii. VAel, VBc A=Bel midir?
3. den VBeP(X) ve VAel igin AnBel oldugunu biliyoruz.

Gostermemiz gereken VAe | ve VB A igin Bel olmasidir.

Bc A< AnB=B oldugunu biliyoruz. Ayrica 3. den AnBel
oldugundan B e | elde edilir (Konca, 2017; Geng, 2018).
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GIRIS

Bu c¢alismada, sayisal yontemlerin kararliligini incelemek i¢in kullanilan
Von Neumann kararlilik analizi anlatilacaktir. Sayisal ¢dzliimler sirasinda
olusan hatalarin zamanla biiyliylip biiylimeyecegini belirlemek i¢in kullanilan
bu analiz, 6zellikle kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerinde
vazgecilmez bir unsurdur. Von Neumann analizi, ¢6ziimiin kararliligin
incelemek icin denklemlerin Fourier metodu ile analiz edilmesine dayanir.
Bu yontemle, zaman adimi ag aralig1 gibi ¢oziim parametrelerinin, ¢oziimiin
kararli kalip kalmayacagi iizerindeki etkisi incelenir.

Sayisal ¢oziim yoOntemlerinde kararlilik, ¢6ziimiin zaman iginde
biiyiimeyen hatalarla siirdiiriilebilmesi anlamina gelir. Eger bir sayisal
¢oziimde kii¢lik hatalar hizla biiyiirse, bu ¢6ziim kararsiz olarak adlandirilir ve
fiziksel anlamda dogru sonuglar veremez. Bu kararlilik analizi, 6zellikle sonlu
farklar yontemiyle ayristirilan denklemlerde, bu hatalarin  biiyiiyiip
biliyiimeyecegini belirlemek i¢in kullanilir. Analizin temeli, diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimii sirasinda Fourier analizine dayali olarak hatalarin
durumunu incelemektir.

Kararlilik analizi sayisal c¢oziimlerin sadece dogrulugunu degil ayni
zamanda giivenilirligini de gostermek icin kullanilan en temel alanlardan
biridir. Bu analiz sayesinde, sayisal ¢6ziim yontemlerinin hangi kosullar
altinda kararli oldugu ve hangi kosullar altinda hatalarin hizla biiyiiyebilecegi
hakkinda 6nemli bilgiler elde edilir.

Von Neumann analizi, lineer kismi diferansiyel denklemler i¢in kararlilik
analizinde yaygin olarak kullanilsa da yontem teorik olarak lineer olmayan
sistemlerde de uygulanabilir. Bu anlamda analizin giicii, lineer sistemlerde
kolay ve etkili bir uygulama olmasidir. Courant-Friedrichs-Lewy sart1 gibi
onemli kararlilik kriterleri de Von Neumann analizi yardimu ile tiiretilebilir ve
bu tiir kararlilik sartlari, sayisal ¢oziim parametrelerinin nasil belirlenmesi
gerektigini ifade eder. Bu c¢aligmada ele alinan kararlilik analizinin
matematiksel temelleri, uygulama alanlar1 ve sayisal ¢6ziim yontemlerinde ne
sekilde kullanildig: ifade edilecektir. Kararlilik analizinin dort temel adimi
olan ayrigtirma, Fourier modlarmin ¢6ziimii, biiylime c¢arpanlarinin
hesaplanmasi ve kararlilik kosullarinin belirlenmesi ele alinacaktir.
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VON NEUMANN KARARLILIK ANALIZi

Von Neumann kararlilik analizi, degiskenlere ayirma yardimiyla elde
edilen 6zel ¢oziimlerin lineer birlesimlerinin bulunmasiyla ortaya ¢ikan genel
coziimlerin bulunmasina dayanir. Bunun nedeni, lineer algoritmalar igin
¢oziimlerin lineer birlesiminin de ¢6ziim olmasidir. Simdi kararlilik analizinin
nasil uygulanacagi ifade edilsin.

Von Neumann kararlilik analizinin uygulamasini ikinci mertebeden lineer
dalga denklemi ile ifade etmek uygun olacaktir. Denklemin klasik ¢oziimiinii
incelemek yerine denklemi pargalayarak denklem sistemi haline getirelim. Bu
durumda;

Ut — Czuxx =0 (1)

Dalga denkleminde ¢ dalga hizi ¢ =1 alinarak islemler yapilsin. Bu
denklem pargalanarak sistem haline getirilirse,

U =V V& Vp = Uyy (2)
olarak ifade edilebilir.

Esit aralikli grid noktalar1 olarak konum ve zamani temsilen {(x,, t,;;)}

noktalarini ele alalim. Konum ve zaman parametrelerinin yeterince kiigiik artis

miktarlar da sirasiyla A, ve A, olarak ifade edilsin. Buna gore,

Xpt1 = Xp + Dy
tme1 =t + 4 (3)

olur. Bu boliinmelere gore yaklasik ¢oziimler
Uy, tm) = upt ve v(xp, ty) = vt (4)

seklinde aranacaktir. Tiirevlerin sonlu fark karsiliklari (2) denklem sisteminde
yerine yazilirsa

umtlym om o4 15A Ut —2ult+ultt | )
— %n t
At 2 (Ax)z
vt ot uph g —2upt+upt + 15A Uny1—2Un' +Uns g (6)
A - Dy)? 2t Dy)?
t ( x) ( x)

22



Burada & > 1 olacak sekilde bir sabittir. Yukaridaki denklemler

. m+1_,m m+1_,m m -2 m m_

diizenlendiginde 22—t = pm  ye Z_"n _ Ini un2+un 1
B A )

ifade edilebilecegi aciktir. Tutarli bir algoritma olusmasi ve A, ile A,

olarak

parametrelerinin ortadan kalkmasi i¢in (5) ve (6) denklemlerine ilave terimler
eklenmistir. Buradaki en 6nemli husus § parametresinin §A,< 1 sartim
saglayacak sekilde secilmesidir. Denklemin ¢6ziimii elde edildikten sonra
analizi yapmak i¢in ilk yapilacak denklemde

um = UGMem ve v =V GMmeln (7

doniisimiinii yapmaktir. Burada U ve V parametreleri sabitler G biiylime
faktorii ve — < w < 7 grid dalga sayisidir. — < w < 7 kisitlamasi , e'®™
ifadesindeki w’nun 27 periyodlu olmasindan kaynaklanmaktadir. Bu nedenle
2m araliginin digindaki w degerlerini kullanmanin bir anlam1 yoktur. Ancak
bazi durumlarda aralig1 —m < w < 2w ile sinirlamak uygun olur.

(7) esitlikleri (5) ve (6) denklemlerinde yerine yazilirsa;

GU = (1 - 26225in%(“/,) ) U + AV

42% (... . (8)
GV = =2 (sin?(9/y)) U + (1 - 26225im2(®/,) )V
olur. Burada A = % ve —4Sin(®/y) = e =2+ e ‘dir.
Bu durum 6zdegerinin G oldugu bir 6zdeger problemine doniisiir.
G = 1—26225in*(®/,) + 2iASin(?/,) 9)
1G|? = (1 - 25/125in2(w/2))2 +422Sin*(@/,)
=1—4(6 — DA%Sin?(?/,) + 46*2*Sin*(©/,) (10)

Cozlim algoritmasinin diizgiin ¢alisabilmesi i¢in bu ifadenin biiylimemesi
gerekmektedir. Bu nedenle Yw igin |G| < 1, yontemin kararhiligini ortaya
koyan bir kosul olarak ifade edilir. Von Neumann, J. (1951)

Simdi bu kosulun nasil uygulandigin1 gésterelim. Her sabit w igin (10)’
daki |G|? ifadesi A2 ye gore kuadratik polinomdur. |G|? < 1 olmas1 yalmz ve
yalniz
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2 5-1
6>1ve A < s (0,)

(11)
olmasina baghdir. Bdylece (5-6) algoritmalar1 i¢in kararlilik kosullari,
miimkiin olan her w degeri i¢in (11)’den

s _ 6-1
6>1ve A S5_2

olarak ifade edilir. Sonug olarak yapilan diizenleme ile elde edilen kararlilik

kosulud > 1ve 1 < % sartlarini saglamalidir. Bu da her w # 0 igin |G| <

1 kosulunun saglanmasi demektir.

Genel olarak sayisal hesaplamalarda denklemin denge ¢6ziimiiniin
korunmasina 6nem verilir. Bunun i¢in ise ul'=sabit, vJ* = 0 olmas talep
edilir. Bu gerekliligin sonucu olarak G (0) = 1 olmasi durumu ortaya ¢ikar.

Tim w degerleri i¢in |G| < 1 kisitlamasi kararlilik agisindan gerekli
oldugundan (2) esitlikleri i¢in de uygulanabilir durumdadir. Bununla birlikte
bazi durumlarda |G| < 1 sart1 saglanmayabilir. w = 0(A,, ) ile tanimli kiigiik
grid sayilar yontemin tutarliligini garanti eder. Sifirdan uzak olan w sayilar
biiylime olmamasi igin kontrol altinda tutulmalidir. Rosales, R. R. (2022)

Ornek: u; + u, = 0 denklemini ele alalim. Denklemdeki tiirevlere karsilik
gelen sonlu fark yaklagimi

U +u, =0 (12)
up ot upgtuptt
i + ™ =0 (13)

(13) esitligindeki farkli zaman adimlarinda ¢éztimler asagidaki esitlikler
ile ifade edilirse,

u™ = u(xy,, tmeq — At) = ul*t — Atu, + 0((A1)?)
u™l = u(x, + Ax, tyyer) = Ul + Axu, + 0((Ax)?)

yazilabilir. Buradaki u; ve wu, degerleri (x,,t;,4+1) noktasinda
hesaplanacaktir. Bu esitlikler (13) de yerine yazildiginda O(Ax, At) hata
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terimi ortaya cikar ve denklemin tutarli bir algoritmaya sahip oldugu

sOylenebilir. 1 = % > 0 olmak tizere

(1= Dutt 4 it =y
yazilabilir. Von Neumann kararlilik analizini gergeklestirmek i¢in (7)’ den
u;ln = GMelon

alinir. Burada G bulunacak sabit ve —m < w <1 grid dalga sayisidir. Bu
esitlik denklemde yerine yazildiginda

(1-24+2e@)6 =1
esitligi ortaya ¢ikar. Buradan,

1
G_l—/1+/16i“’

bulunur. 1/G Jkompleks diizlemde merkezi 1 — A ve yarigapt A olan bir

¢ember iizerindedir. G’nin birim ¢gemberin i¢inde olabilmesi i¢in, bu ¢ember
birim ¢emberin disinda olmalidir. A > 1 igin G’nin biitiin degerleri birim
¢emberin igine diigser. Sonu¢ olarak A > A, =1 i¢in kararlilik kosulu
saglanir.

Courant-Friedrics-Lewy (CFL) Kosulu

Bir sayisal algoritmanin kararli olmasi i¢in gerekli olan temel sart CFL
kosuludur. Ozetle, bu kosul, sayisal algoritmanin, fiziksel problemin yayilim
hizlarina uygun sekilde ¢calismasi gerektigini ifade eder. Sayisal algoritmanin
¢oziimiinde, kismi diferansiyel denklemin ¢6ziim alaninda kullanilan veri
noktalarinin dogru bir sekilde islenebilmesi icin sayisal bagimlilik alaninin
fiziksel bagimlilik alanin1 kapsamasi gerekir. Aksi takdirde, dogru ¢6ziim elde
edilemez. Eger problem hiperbolik yapida ise, CFL kosulu zaman adimina
sinirlamalar getirir. Bu durumda, zaman adimi At, konum adimi Ax ile
iligkilendirilir ve genellikle su formda ifade edilir:

A< cA,
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Burada c, problemdeki maksimum yayilma hizidir (genellikle fiziksel
parametrelerle belirlenir). Bu sinirlama, ¢oziimiin dogrulugu icin gereklidir.
Is1 denklemi gibi, sonsuz yayilma hizina sahip problemlerde ise, zaman adimi
iizerindeki sinirlama daha karmasik hale gelir ve su forma doniistir:

A< c(Ay)P

Burada p > 1 olmak iizere, zaman adimi konum adiminin karesi veya daha
yiiksek bir kuvvetiyle sinirlanir. Bu durum, 6zellikle agik (explicit) semalar
icin zaman admminm ¢ok kiiglik tutmay1 gerektirir bu ise hesaplamalarin
verimliligini diigirebilir. Gottlieb, D.,, Shu, C.-W. (1997)

CFL kosulu, bir sayisal algoritmanin kararli olabilmesi igin, zaman ve
konum adimlarinin dogru bir iliski icinde olmasmi zorunlu kilar. Ozellikle
hiperbolik problemlerde ve sonsuz yayilma hizina sahip problemler i¢in bu
kosul farkli sekilde uygulanir. Algoritmanin dogru bir ¢éziim verebilmesi igin
bu kosula uyulmasi énem tasir.

Boylece, farkli A degerleri i¢in uygulanan ¢6ziim yonteminin kararlilik
anlaminda davranisi kontrol edilebilir.

i) 1<1 i¢in yontem kararsizdir.(Unstable) Ancak A bire ¢ok yakin
oldugunda kararsizliklar cok yavas biiyiir.

i) A > 1 i¢in yontem kararlidir.(Stable) Ancak A birden ¢ok biyiik bir
deger olursa enerji hizla dagilir.

iii) A = 1 i¢in algoritmanin Fourier modlar1 gibi belirli ¢oziim modlari i¢in
dogru ¢oziimleri verdigini ve 6zellikle hatalarin biiylimedigini, sabit
kaldigini ya da soniimlendigini gosterir. Lax, P. D., & Richtmyer, R. D.
(1956)

SONUC

Bu ¢aligmada, von Neumann kararlilik analizi yardimiyla sayisal yontemin
kararhilik ve tutarlilhk &zellikleri detayli bir sekilde incelenmistir. Ozellikle
diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerinde, kii¢iik hatalarin zaman iginde
bliyliyerek ¢oziimiin dogrulugunu bozmasini engellemek igin kullanilan
yontemlerin kararliligi biiylik bir 6nem tasir. Bu baglamda, kararlilik
analizlerinin temel amaci, sayisal yontemlerin, hatalarin biiyiimesini kontrol
altinda tutacak sekilde galismasini saglamaktir. Shu, C. W., Osher, S. (1988)

Caligmada, sayisal semalarin kararliligi tizerinde Courant-Friedrichs-Lewy
(CFL) kosulunun 6nemi vurgulanmistir. CFL kosulu, hiperbolik denklemler
gibi yayilma hizinin smirli oldugu problemlerde, zaman adimi ile konum
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adimi arasindaki iligkiyi diizenler. Bu kosul, zaman adimimin g¢ok biiyiik
se¢ilmesi durumunda sayisal yontemin kararsiz hale gelmesini engelleyerek,
dogru ¢oziim elde edilmesini saglar. Ozellikle sok dalgalar1 ve keskin
gegcislerin bulundugu durumlarda, zaman adiminin konum adimina oraninin
uygun secilmesi, ¢oziimlerin kararli kalmasi i¢in kritik bir 6neme sahiptir.
Hatalarin zamanla biiylimemesi ve ¢dzliimiin dogrulugunun korunmasi igin
CFL kosuluna uyulmasi gerekmektedir. LeVeque, R. J. (2002)

Sonug olarak, Von Neumann Kkararlilik analizi, sayisal yontemlerin
kararliligi ve dogrulugu agisindan vazgecilmez bir aragtir. Hiperbolik
denklemler ve sok dalgalar1 gibi keskin gecislerin bulundugu problemlerde,
CFL kosulunun saglanmasi ve yiiksek frekansli modlarin kontrol altinda
tutulmasi, dogru ve kararli bir ¢6ziim elde etmek icin gereklidir. Gelecekte,
bu tiir sayisal yontemlerin performansini daha da iyilestirmek i¢in viskozite
parametrelerinin optimize edilmesi ve kararli fakat ¢oziim hassasiyetini
koruyan yontemlerin gelistirilmesi tizerinde c¢alisilmalidir. Bu sekilde, hem
keskin gegisleri dogru bir sekilde yakalayan hem de kararli sonuglar veren
say1sal yontemlerin uygulanmasi saglanacaktir. Friedrichs, K. O. (1954)

Ele alman kararlilik analizi, sayisal yoOntemlerin dogruluk ve
giivenilirligini degerlendirmenin en temel yoludur. Bu analiz lineer kismi
tiirevli denklemlerde etkili bir sekilde uygulanmakla birlikte giiniimiizde daha
karmagik yontemler icin gelistirilmektedir. Giinlimiize kadar yapilmig
caligmalar analizin temel kurallarmin yani sira gilincel uygulamalara da
yardimce1 olmaktadir. Sayisal yontemlerin kararlilik analizinde Von Neumann
analizinin biyiik katkisi oldugu goriilmektedir.
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GIRIS

Onlarca yildir, kiigiik bir matematik¢i grubu matematigin en popiiler resmi
olan seyin gizemini sabirla ¢ozmeye calisiyorlar. Yakin gegmiste bu gizemi
cozerken hangi evrelerden geg¢ildigi bu grubu olusturan matematik¢ilerin bizzat
kendi soylemlerinden hazirlanan bu bolim, okuyucuya matematigin gizli
diinyasinda hala kesfedilmesi gereken ne ¢ok sey oldugunun ilhamini vermek igin
hazirlanmigtir. Bu kiigiik grup matematik¢inin hikayeleri, teknolojinin en soyut
matematiksel kavramlari bile nasil doniistiirdigiinii gdsteriyor.

Karmagik yapr Mandelbrot kiimesinin derinliklerinde ortaya ¢ikar.

1980'lerin ortalarinda, Walkman kaset c¢alarlar ve batik gomlekler gibi,
Mandelbrot kiimesinin bdcek benzeri siliieti her yerdeydi. Ogrenciler onu
diinyanin dort bir yanindaki yurt odalarmin duvarlarima yapistirdilar.
Matematikgiler, bu kiimenin ¢iktilarini alabilmek igin yiizlerce talep mektuplar
aldilar. Scientific American'i Agustos 1985 sayisinin kapagi, Mandelbrot kiimesi
atesli kivrimlarini sergiledi, kenar1 alev alevdi; i¢inde okuyucularin ikonik
goriintiiyii kendileri i¢in nasil iiretebileceklerini ayrintili olarak agiklayan dikkatli
programlama komutlar1 vardi.

O zamana kadar, bu kivrimlar matematigin ¢ok Otesine, glinliik yasamin
goriinliste alakasiz ve ilgisiz noktalarina kadar uzanmisti. Sonraki birkag yil
icinde, Mandelbrot kiimesi David Hockney'nin en yeni resimlerine ve birkag
miizisyenin en yeni bestelerine Bach tarzinda pargalarina ilham verecekti. John
Updike'in kurgu sayfalarinda goriinecek ve edebiyat elestirmeni Hugh Kenner'in
Ezra Pound'un siirini nasil analiz ettigine rehberlik edecekti. Hatta psikedelik
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haliisinasyonlarin ve bilimkurgu devi Arthur C. Clarke tarafindan anlatilan
popiiler bir belgeselin konusu olacakti.

Mandelbrot kiimesi, fraktal bir taslaga sahip 6zel bir sekildir. Kiimenin
engebeli sinirmi yakinlagtirmak i¢in bir bilgisayar kullanilir ve denizati vadileri
ve fil gecit torenleri, sarmal galaksiler ve noron benzeri ince tellerle karsilagilir.
Ne kadar derine inilirse inilsin, her zaman orijinal kiimenin neredeyse kopyalari
goriillir; sonsuz, bas dondiiriicii bir 6z-benzerlik caglayani. Bu 6z-benzerlik,
Mandelbrot kiimesinin popiiler kiiltiirdeki yerini saglamlastiran James Gleick'in
en ¢ok satan kitab1 Kaos'un temel bir unsurudur. Gleick, Mandelrot fraktali igin
"bir fikir evreni barindirtyordu. Modern bir sanat felsefesi, matematikte deneyin
yeni rolliniin bir gerekcesi, kompleks sistemleri genis bir kitlenin Oniine
getirmenin bir yolu" " diye yazdi.

Mandelbrot kiimesi bir sembol haline gelmisti. Yeni bir matematiksel dile,
etrafimizdaki diinyanin fraktal dogasini tanimlamanin daha iyi bir yoluna olan
ihtiyact belirtiyordu. En basit kurallardan bile derin bir karmagikligin nasil ortaya
cikabilecegini gosteriyordu; tipki hayatin kendisi gibi. Bu nedenle, kiimeyi
inceleyen ilk matematikgilerden biri olan John Hubbard, 1989 tarihli bir videoda,
"bu resimlerin anlasilabildigi sekilde biyolojinin de gercekten anlasilabilmesi,
gercek bir umut mesajidir" demisti. Mandelbrot kiimesinde diizen ve kaos uyum
icinde yasiyor; determinizm ve Ozglir irade uzlastirilabiliyor. Bir matematikei,
onu gergek ile yanlis arasindaki karmasik siirin bir metaforu olarak gordiigiinii
hatirladi.

Mandelbrot kiimesi her yerdeydi, ta ki yok olana kadar. On yi1l i¢inde ortadan
kaybolmus gibi goriiniiyordu. Matematikgiler baska konulara gectiler ve halk da
baska sembollere gecti. Bugiin, kesfinden sadece 40 yil sonra dahi hala ¢6zme
arayislar1 devam etmektedir.

Ancak bir avug matematik¢i onu birakmayi reddetti. Hayatlarin1 Mandelbrot
kiimesinin sirlarint ortaya c¢ikarmaya adadilar. Simdi, sonunda onu gercekten
anlamanin esiginde olduklarint disiiniiyorlar. Onlarin hikayesi bir kesif, bir
deney hikayesi ve teknolojinin diisiinme bigimimizi ve diinya hakkinda
sordugumuz sorulari nasil sekillendirdigiyle ilgilidir.

ODUL AVCILARI

Ekim 2023'te, diinyanin dort bir yanindan 20 matematike¢i, bir zamanlar
Danimarka askeri aragtirma tissii olan yerdeki kiigiik bir tugla binada toplandi.
1800'lerin sonlarinda ormanin ortasina insa edilen {is, Danimarka'nin en kalabalik
adasinin kuzeybati kiyisindaki bir fiyordun igine gizlenmisti. Girisi eski bir
torpido koruyordu. Uniformali donanma subaylarmi, bir iskelede siralanmis
tekneleri ve devam eden denizalti testlerini tasvir eden siyah beyaz fotograflar
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duvarlar siislityordu. Ug giin boyunca, siddetli bir riizgar pencerelerin disindaki
suyu kopiliren beyaz kopiiklere cevirirken, grup bir dizi konusmaya katilds,
bunlarin ¢ogu New York'taki Stony Brook Universitesi'nden iki matematikgi
tarafindan yapildi: Misha Lyubich ve Dima Dudko.

Atolyenin izleyicileri arasinda Mandelbrot kiimesinin en cesur kagiflerinden
bazilart vardi. Onde, 1990'larda kiimenin smirmin olabildigince karmasik
oldugunu kanitlayan Kyoto Universitesi'nden Mitsuhiro Shishikura oturuyordu.
Birka¢ koltuk 6tede, Shishikura ile birlikte Mandelbrot kiimesinin o6zellikle
dikkat ¢eken bir bolgesini incelemek i¢in dnemli teknikler gelistiren Hiroyuki
Inou oturuyordu. Son sirada, matematikg¢ilerin Mandelbrot kiimesini etkilesimli
olarak arastirmak igin bagvurduklart yazilim olan Mandel'in yaraticis1 Wolf Jung
vard1. Ayrica Toulouse Universitesi'nden Arnaud Chéritat, atdlyeyi diizenleyen
Roskilde Universitesi'nden Carsten Petersen ve matematikgilerin Mandelbrot
kiimesini anlamalarina dnemli katkilarda bulunan birkag kisi daha vardi.

M »‘:‘,z "",’i) rr:m‘.f’,{

Matematikgiler Misha Lyubich (sagda) ve Dima Dudko,
Mandelbrot kiimesini aragstirmak igin onlarca yil harcadilar.

Ve kara tahtanin baginda, bu konuda diinyanin 6nde gelen uzmani Lyubich ve
onun en yakin ¢aligma arkadasi olan Dudko duruyordu. Matematikgiler Jeremy Kahn
ve Alex Kapiamba ile birlikte, Mandelbrot kiimesinin geometrik yapisi hakkinda
uzun zamandir var olan bir varsayimi kanitlamak igin g¢alistyorlardi. MLC olarak
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bilinen bu varsayim, fraktali karakterize etmek ve onun karmagik vahsi dogasini
evcillestirmek igin on yillardir siiren arayisin son engelidir. Indiana Universitesi'nden
Caroline Davis, giiglii bir ara¢ seti insa edip keskinlestirerek matematikgilerin
"Mandelbrot kiimesindeki hemen hemen her seyin" geometrisini kontrol altina
aldiklarmi sdyledi; ancak kalan birkag vaka vardi.

Lyubich ve Dudko, diger matematik¢ileri MLC'yi kanitlama yolundaki son
gelismeler ve bunu yapmak i¢in gelistirdikleri teknikler hakkinda bilgilendirmek i¢in
Danimarka'daydilar. Son 20 yildir arastirmacilar, Mandelbrot kiimesini olugturmak
icin kullanilan say1 ve fonksiyon tiirlerinin matematiksel ¢alismasi olan kompleks
analiz alanindaki sonuglar1 ve yontemleri ortaya ¢ikartmak igin burada toplandilar.

Karen Dias, bu toplantinin alisilmadik bir ¢aligma tarzi bi¢iminde olduklarmi
sOyle anlatti. Matematikgiler tlim yemeklerini birlikte yiyorlardi ve sabahm erken
saatlerine kadar biralar esliginde sohbet edip giilityorlardi. Sonunda uyumaya karar
verdiklerinde, tesisin ikinci katinda paylastiklar1 kiigiik odalardaki ranzalara veya
karyolalara ¢ekiliyorlardi. Katilimcilardan biri bana atélyenin genellikle cok sayida
genc matematikgiyi cektigini sdyledi. Ancak bu sefer durum bdyle degildi; belki de
yartyilin ortasinda olmasindan ziyade konunun oldukga zor olmasindan olsa gerek,
tam da o anda, alanin en iyilerinin Oniinde konugsma yapma ihtimalinden biraz
¢ekindigini de itiraf etti.

ettt ) S
Alex Kapiamba (solda) ve Jeremy Kahn, Mandelbrot kiimesinin geometrisini

kontrol altina almaya ¢alisirken, genellikle Rhode Island, Providence'daki
Brown Universitesi kampiisiiniin yakimindaki Kahn'in arka bahgesindeki bir
kara tahta iizerinde birlikte ¢alisiyorlar.
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Ancak kompleks analizin daha genis alanindaki ¢ogu matematik¢i artik
dogrudan Mandelbrot kiimesi iizerinde ¢calismadigi i¢in, neden MLC'ye biitiin bir
atolye c¢alismasi ayirtyoruz? Aslinda ayirmak da gerek ¢iinkii gizeminin
¢oziilmesi i¢in ¢ok yillarin gececegini tahmin etmek zor degil.

Mandelbrot kiimesi bir fraktaldan daha fazlasidir. Dinamik sistemlerin bir tiir
ana katalogu olarak hizmet eder. Bir noktanin basit bir kurala gore uzayda hareket
edebilecegi tiim farkli yollarini igerir. Bu ana katalogu anlamak i¢in, birgok farkli
matematiksel manzarayr gegmek gerekir. Mandelbrot kiimesi sadece
dinamiklerle degil, ayn1 zamanda sayilar teorisi, topoloji, cebirsel geometri, grup
teorisi ve hatta fizikle de derinden iligkilidir. Hindistan'daki Tata Temel Arastirma
Enstitiisii'nden Sabyasachi Mukherjee, "Matematigin geri kalaniyla giizel bir
sekilde etkilesime giriyor," dedi.

Matematikciler, MLC'de ilerleme kaydetmek icin, Chéritat'in "gliclii bir
felsefe" olarak adlandirdigi kompleks bir teknik seti gelistirmek zorunda kaldilar.
Bu araglar cok ilgi gordii. Bugiin, daha genis anlamda dinamik sistemlerin
incelenmesinde merkezi bir siitun olusturuyorlar. Mandelbrot kiimesiyle hi¢bir
ilgisi olmayan bir dizi baska problemi ¢6zmek i¢in ¢ok énemli olduklar1 ortaya
cikti. Ve MLC'yi genel bir sorudan, alanin en derin ve en Onemli acik
varsayimlarindan birine dOniistiirdiiler. Bu felsefeyi bugiinkii bigimine
sokmaktan muhtemelen en ¢ok sorumlu olan matematik¢i Lyubich, atolyedeki
diger matematikgiler bir kavrami tartismak veya bir soru sormak i¢in yanina
yaklastiginda, gozlerini kapatir ve kalin kaslar1 ¢atilmis bir sekilde dikkatle
dinler. Dikkatlice, Rus aksaniyla cevaplar, zamanin1 ve tavsiyelerini comertge
paylasir®diye ifade etmistir. Lyubich'in eski doktora sonrasi arastirmacilarindan
ve sik sik isbirlik¢ilerinden biri olan Mukherjee, "Gercekten de birkag nesil
matematik¢i yetistirdi" demistir.  Anlattifina gore, karmasik dinamiklerin
incelenmesiyle ilgilenen herkes Stony Brook'ta Lyubich'ten 6grenmek i¢in biraz
zaman gegiriyor. Mukherjee, "Misha'nin belirli bir projeyi nasil ele almamiz
gerektigi veya daha sonra neye bakmamiz gerektigi konusunda bir vizyonu var"
diyor. "Aklinda biiyiik bir resim var. Ve bunu insanlarla paylasmaktan mutluluk
duyuyor". O siralar, Lyubich ilk kez o biiyiik resmi biitiiniiyle gorebildigini
hissediyordu.

¢ Bu boliimiin yazar1 da 2000 yilinda Bercelona Universitesi’nde Lyubich’in bir haftalik yogun kurs
programina katilmustir.
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Lyubich, su anda Stony Brook Universitesi'n
nesiller boyu matematikgi yetistirdi.

ODUL SAVASCILARI

Mandelbrot kiimesi bir 6diille basladi. 1915'te, fonksiyonlar lizerine yapilan
caligmalardaki son gelismelerden ilham alan Fransiz Bilimler Akademisi bir
yarisma duyurdu. Bu yarismada, ii¢ y1l i¢inde yineleme siireci {izerinde yapilan
caligmalar igin 3.000 franklik biiyiik 6diil verecekti ve bu siire¢ daha sonra
Mandelbrot kiimesini iiretecekti.

Tekrarlama, bir kuralin tekrar tekrar uygulanmasidir. Bir say1y1 bir fonksiyon
tanimi altindaki kurala gore yazarsaniz, sonra ¢iktiy1 bir sonraki girdiniz olarak
kullanirsiniz. Bunu yapmaya devam edin ve zaman ic¢inde ne oldugunu
gbzlemleyin. Fonksiyonunuzu tekrarlamaya devam ettikge, elde ettiginiz sayilar
hizla sonsuza dogru gider. Ya da miknatisa dogru hareket eden demir talaglar
gibi belirli bir sayiya dogru ¢ekilebilir. Ya da asla kagamayacaklar1 sabit bir
yoriingede ayni iki sayi, ili¢ veya bin say1 arasinda ziplayabilirler. Ya da kafiye
veya mantik olmadan bir sayidan digerine atlayabilir, kaotik, dngoriilemez bir yol
izleyebilirler. Bunlar kritik noktalarin siniflandirmasidir; itici, gekici ve notr sabit
noktalar.

G.Julia ve P.Fatou 1918 yilinda yazdiklar1 198 sayfalik makaleleri[6],[9] ile
Mandelbrot kiimesinin ortaya ¢ikmasina yol acacak olan yinelemeli
fonksiyonlarin incelenmesine Onciiliik ettiler. Bugiin Julia kiimeleri hakkinda ne
biliniyorsa tamamen o makalenin sundugu bilgilere borgluyuz. Fransiz
Akademisi ve daha genel olarak matematikgilerin yinelemeyle ilgilenmek i¢in
bagka bir nedeni daha vardi. Siireg, dinamik sistemlerin incelenmesinde 6énemli
bir rol oynadi. Gezegenlerin giines etrafindaki doniisii veya tiirbiilansli bir
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akarsuyun akis1 gibi sistemler, belirli bir dizi kurala gére zaman i¢inde degisen
sistemler konusu merak ediliyordu.

1910'larda Fransiz matematikgiler Pierre Fatou (solda) ve Gaston Julia

Odiil, iki matematik¢iyi tamamen yeni bir ¢aligma alam gelistirmeye tesvik
etti. T1ki, baska bir hayatta bir donanma adami olabilecek (bir aile gelenegi) Pierre
Fatou'ydu, eger sagligi kotii olmasaydi. Bunun yerine matematik ve astronomi
alaninda bir kariyer pesinde kostu ve 1915'e gelindiginde analizde birkag¢ 6nemli
sonucu ¢oktan kanitlamisti. Sonra, Fransiz isgali altindaki Cezayir'de dogan ve
caligmalar1 I. Diinya Savasi ve Fransiz ordusuna askere alinmasi nedeniyle
kesintiye ugrayan gelecek vaat eden geng bir matematikg¢i olan Gaston Julia vardi.
22 yasinda, hizmetine basladiktan kisa bir siire sonra ciddi bir yaralanma gegirdi.
Daha sonra doktorlar hasar1 onaramayinca hayatimin geri kalaninda yiiziinde deri
bir kay1s ile devam etti. Matematige geri dondii ve Akademi 6diilii i¢in sunacagi
caligmalardan bazilarini bir hastane yataginda yapti.

Odiil hem Fatou'yu hem de Julia'y1 fonksiyonlari yinelediginizde ne oldugunu
incelemeye motive etti. Bagimsiz olarak ¢alistilar, ancak ¢ok benzer kesifler
yaptilar. Sonuglarinda o kadar ¢ok ortiisme vardi ki, simdi bile, 6diiliin nasil ve
kime verilecegi konusu net degil. Julia daha diga doniiktii ve bu nedenle daha
fazla ilgi gordii. Sonunda ddiilii kazandi; Fatou 6diil i¢in bagvuru bile yapmadi.
Bu calisma nedeniyle, ikisi artik kompleks dinamik sistemler alaninin kurucular
olarak kabul ediliyor. "Kompleks", ¢iinkii Fatou ve Julia, bilinen bir gergek sayiy1
sozde hayali bir sayiyla (matematik¢ilerin -1'in karekokiinii belirtmek i¢in
kullandiklar1 sembol olan inin bir kat1) birlestiren kompleks sayilarin
fonksiyonlarini yinelediler. Gergek sayilar bir dogru iizerindeki noktalar olarak
diizenlenebilirken, kompleks sayilar bir diizlem {izerindeki noktalar olarak su
sekilde gorsellestirilir:
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Kompleks bir saymmin gergek kismi x ekseninde, sanal kismu ise y ekseninde yer alwr.

Fatou ve Julia, kompleks fonksiyonlarin matematik alaninda bir paradoks
degil, yinelenmesinin, baslangic noktasina bagli olarak zengin ve karmagik
davranislara yol acabilecegini buldular. Bu davranislar1 belgelemeye ve bunlari
geometrik olarak temsil etmeye basladilar. Ancak daha sonra calismalart yarim
yiizy1l boyunca belirsizlige gémiildii. Ziirih Universitesi'nde profesdr olan Artur
Avila, "insanlar ne arayacaklarini, hangi sorular1 soracaklarini bile bilmiyorlard1"
dedi. 1970'lerde bilgisayar grafikleri yayginlaginca bu durum degisti.

L ¢
Benoit B.Mandelbrot(1924-2010)

Giliniimiizde "fraktal" terimini ortaya atan Benoit B. Mandelbrot, aym
zamanda finansal piyasalarin ve jeolojik olaylarin davranislarmi da
incelemistir[1]. O zamana kadar, matematik¢i B.B. Mandelbrot akademik bir
amator olarak iin kazanmisti. New York Sehri'nin kuzeyindeki IBM arastirma
merkezinde calisirken ekonomiden astronomiye kadar bircok farkli alanda
calismisti. 1974'te IBM {iyesi olarak atandiginda, bagimsiz projeler yiiriitmek i¢in
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daha da fazla 6zgiirliige sahipti. Merkezin 6nemli hesaplama giiclinii karmagik
dinamikleri uyku halinden ¢ikarmak i¢in kullanmaya karar verdi.

Mandelbrot ilk basta Fatou ve Julia'nin inceledigi tiirden sekiller tiretmek i¢in
bilgisayarlar1 kullandi. Goriintiiler, bir baslangi¢c noktasinin, yinelendiginde,
sonsuza kacacagr ve baska bir desene hapsolacagi zaman hakkinda bilgi
kodluyordu. Fatou ve Juliamin 60 yil 6nceki ¢izimleri daire ve iiggen kiimeleri
gibi goriiniiyordu ancak Mandelbrot'un yaptig1 bilgisayar tarafindan {iretilen
goriintiiler ejderhalara ve kelebeklere, tavsanlara ve katedrallere ve karnabahar
baslarina, hatta bazen baglantisiz toz bulutlarma benziyordu. O zamana kadar
Mandelbrot, farkli 6lceklerde benzer goriinen sekiller icin "fraktal" kelimesini
coktan tiiretmisti; kelime yeni bir tir geometri kavramimi g¢agrigtirtyordu;
parcalanmus, kesirli veya kirik bir sey.

Bilgisayar ekraninda beliren goriintiiler (buglin Julia kiimeleri olarak
biliniyor) Mandelbrot'un gordiigii en giizel ve karmagik fraktal drneklerinden
bazilartydi. Fatou ve Julia'nin ¢aligmalar1 bu kiimelerin her birinin ve bunlara
karsilik gelen fonksiyonlarin geometrisi ve dinamiklerine ayr1 ayr1 odaklanmasti.
Ancak bilgisayarlar Mandelbrot'a bir fonksiyon ailesinin tamamini ayn1 anda
diisinme imkani verdi. Bunlarin hepsini adim1 tasiyacak goriintiiye
kodlayabilirdi.

Mandelbrot kiimesi, yineleme yapildiginda hala ilging goriintiiler ortaya
¢ikartan en basit denklemlerle ilgilenir. Bunlar f(z) = z* + ¢ bigimindeki ikinci
dereceden fonksiyonlardir. ¢ sabit degeri herhangi bir kompleks say1 olabilir.
Denklemi z = 0 ile baglayarak yinelerseniz ve iirettiginiz sayilarin kiigiik (veya
matematik¢ilerin dedigi gibi siirlt) kaldigini1 goriirseniz, o zaman ¢ Mandelbrot
kiimesindedir. Ote yandan, yineleme yaparsaniz ve sonunda sayilarmizin sonsuza
dogru artmaya bagladigini goriirseniz, o zaman ¢ Mandelbrot kiimesinde degildir.
c’nin sifira yakin degerlerinin kiimede oldugunu gdstermek basittir. Ve c'nin
bliylik degerlerinin olmadigin1 gostermek de aymi sekilde basittir. Ancak
kompleks sayilar adlarma uygundur; kiimenin smirt muhtesem derecede
karmasgiktir. c'yi kii¢iik miktarlarda degistirmenin sinir1 gegmeye devam etmenize
neden olmasi i¢in belirgin bir neden yoktur, ancak yakinlastirdiginizda sonsuz
miktarda ayrint1 ortaya ¢ikar.

Dahasi, Mandelbrot kiimesi asagidaki etkilesimli sekilde goriilebilecegi gibi
Julia kiimelerinin bir orkestra sefi gibi davranir. Mandelbrot kiimesinde herhangi
bir ¢ degeri secersek. Karsilik gelen Julia kiimesi baglantili olacaktir. Ancak
Mandelbrot kiimesini terk edersek, karsilik gelen Julia kiimesi baglantisiz toz
zerreciklerini andiran goriintiiye biirlinecektir.

38



. Im|c]

Re[c]

Yukaridaki Mandelbrot kiimesinde seg¢ilen bir noktaya karsilik gelen Julia
kiimesi asagida gosterilmistir. (Mandelbrot kiimesinden ¢ok uzakta olan bazi
Julia kiimeleri goriilemeyecek kadar soluktur.)

Kiimenin ilk yayinlanan resmi, sadece birka¢ yiiz yildiz isaretinden olusan
kaba bir ¢izimdi ve 1978'de grup teorisi ve hiperbolik geometride goriiniiste
alakasiz bir soruyu inceleyen matematikciler Robert Brooks ve J. Peter
Matelskinin bir makalesinde yer aldi. Kiimeyi taniyan ve popiilerlestiren
Mandelbrot oldu. IBM'in bilgisayarlarmi kullanarak yiizlerce Julia kiimesini
grafiklendirdikten sonra hepsini ayni anda temsil etmeye calisti. 1980'de, Brooks
ve Matelski'den ¢ok daha geligsmis bir hesaplama giicliyle donanmig olarak,
Mandelbrot kiimesinin ¢ok daha iyi bir versiyonunu iiretti ancak giiniimiiz
standartlarina gore hala kaba bir sekildir.
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Calismasina tutkuyla baglandi ve fraktali miimkiin oldugunca halka agik bir
goriintli haline getirmeye karar verdi. Kiimeye onun adiin verilmesinin nedeni
budur. Mandelbrot'un kendisi, derin sonuglar ispatlamadan bir konudan digerine
atlama aligkanligi ve Mandelbrot kiimesi gibi kesiflerin itibarin1 kendine mal
etme ¢abasinda sik sik sert davranmasi nedeniyle matematikgiler arasinda pek
sevilmiyordu.

Hi¢ kimse ikinci dereceden denklemler diinyasinin ne kadar zengin
olabilecegini tahmin etmemisti. italya'daki Parma Universitesi'nden Anna Benini,
"Bu, basit goriiniimlii bir tag kristal oyuk(geode), agtiginizda ve i¢inde tiim bu
kristaller ~goziiktiigiinde tamamiyla inanilmaz karmasik bir yapiyla
karsilagiyorsunuz" dedi ve "Matematikciler daha once hayal etmedikleri seyleri
goriiyorlar" diye ilave etti. Ancak Avila. "Giiniimiizde hepimiz bu kesiflere ¢ok
sey borgluyuz." ifadesini kullanarak bu kesfin ne denli 6nemli oldugunu
vurguladi.

J. H. Hubbard ve matematik¢i Adrien Douady, sadece birkag¢ yil icinde hem
Mandelbrot kiimesi hem de temsil ettigi Julia kiimeleri hakkinda ¢ok sayida
sonug ispatladilar. Ancak ispatlar1 el yazisiyla yazilmisti, bu yiizden ispatlar i¢in
Hubbard "¢ogunlukla sadece Douady ve ben anlayabiliriz," dedi. Ve bdylece
1983'te Douady, bu erken sonuglar agiklamak i¢in bir dizi ders verdi. Daha sonra,
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derslerinden gelen materyali Orsay notlarn olarak adlandirilan tek bir belgede
derledi. Yaklasik 200 sayfa uzunlugunda olan bu belge, hizla alanin kutsal kitab1
haline geldi[5].

< o g = ’: \’ \ | :
Adrien Douady (solda) ve John Hubbard, Mandelbrot kiimesinin baglantili
oldugunu gosteren ilk matematikgilerdi[2].

Orsay notlarinda, Douady” ve Hubbard gordiikleri bilgisayar goriintiilerinden
ilham alan birka¢ 6nemli teoremi ispatladilar. Mandelbrot kiimesinin baglantili
oldugunu gosterdiler; yani kaleminizi kaldirmadan kiimedeki herhangi bir
noktadan digerine bir ¢izgi ¢izebileceginiz gibi teorileri ispatladilar. Fakat
Mandelbrot baglangi¢ta bunun tam tersini diigiinmiistii; kiimenin ilk goriintiileri
tipki etrafinda bir denizde yiizen bir¢ok kiiciik ada olan biiyiikk bir adaya
benziyordu. Ancak daha sonra, kiimenin disindaki denklemlerin ne kadar ¢abuk
sonsuza ugtugunu gostermek i¢in renk kullananlar da dahil olmak {izere daha
yiiksek ¢oziiniirliiklii resimler gordiikten sonra Mandelbrot tahminini degistirdi.
Bu kiigiik adalarm hepsinin ¢ok ince kivrimlarla birbirine bagli oldugu ortaya
¢ikti. Kopenhag Universitesi'nden Seren Eilers, rengin tanitiminin "gok siradan
bir sey ama 6nemli" oldugunu sdyledi.

4 Adrien Douady (1935-2006)
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Nokta vuruslu bir yazicida tivetilen Mandelbrot kiimesinin ilk yayimlanmis ¢izimi,
1978'de Robert Brooks ve J. Peter Matelski tarafindan bir makalede yer aldif1].

Seren Eilers ,"Onu, etraflarinda bir miirit okulu olan Ronesans ressamlariyla
karsilastirirdim," dedi. Toulouse Universitesi'nde matematik¢i ve Douady'nin
eski doktora 6grencilerinden biri olan Xavier Buff, "Cok heyecan vericiydi" diye
ilave etti. Orsay notlarinin 6nemli bir kismi, yakinda Mandelbrot kiimesiyle ilgili
en 6nemli soru haline gelecek olan miitevazi bir ifade olan MLC varsayimidir.
MLC, Mandelbrot kiimesinin sadece baglantili olmadigini, yerel olarak baglantili
oldugunu ileri siirer. Mandelbrot kiimesine ne kadar yakinlastirirsaniz
yakinlastirin, her zaman tek bir baglantili parga gibi goriinecektir. Ornegin, bir
daire yerel olarak baglantihdir. Ote yandan, son derece ince disli bir tarak
baglantili degildir. Tiim sekil baglantili olsa da safti atlayip bunun yerine
dislerinin bazilarinin uglarina yakinlastirirsaniz, yalnmizca bir siirli ayn ¢izgi
pargas1 gorursinuz.
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Mandelbrot kiimesinin geometrisi hakkinda acik bir ifade olmasina ragmen,
MLC kisa siirede inanilmaz derecede zor oldugu yoniinde bir iin kazandi. Bir¢ok
matematik¢i lizerinde caligmaktan cekiniyordu. Cok teknik ve zaman alici
goriiniiyordu; birinin dikkatini ¢ekmesi riskli bir problemdi. Birden fazla
matematik¢i bu ylizden matematigi birakti. Avila, &grencilerini ilerleme
ve ilgili arastirma alanlarindan aktif olarak uzaklagtirtyor. "Aslan Kral'dan alint1
yaptyorum ve diyorum ki, "Bakin, dinamiklerin tamami var. Gorebildiginiz tek
sey alaniniz. Ancak kesfetmemeniz gereken karanlik bir kose var. Ciinkii bu kismi1
kesfederseniz, tuzaga diigersiniz ve asla ¢ikamazsiniz," dedi. "Buna girmek icin
O0grenmeniz gereken ¢ok sey var" Ancak bazi matematik¢iler buna karsi
koyamadi.

SADECE ODAKLAN

Misha Lyubich, 1960'larda Ukrayna'nin ikinci biiyiik sehri olan Harkov'da
biiylidii. Stalin 6lmiistii; Nikita Kruscev kisa bir siire iktidarda kaldi ancak kisa
stire sonra yerine Leonid Brejnev gecti. Sovyet ekonomisi gelisti ancak on yil
ilerledikce durgunlagti. Bati1 ile gerginlikler her zamankinden yiiksekti.
Lyubich'in babas1 Harkov Universitesi'nde matematik profesoriiydii, annesi ise
programciydi; gencliginde evine baska matematikgilerin geldigini ve
matematigin her zaman havada oldugunu, sik sik konusulan bir konu oldugunu
hatirliyordu ve "etrafimdaki hayat hep matematikti," diye ifade ediyordu.
Lyubich, Sovyetler Birligi'nde bir Yahudi olarak "Yahudilerin ¢esitli alanlarda
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aktif olarak yer almasini engellemeye calisan devlet politikalar1 vardi” diye ifade
ederken iyi iiniversitelere girmekte zorluk ¢ektigini vurguladi. Moskova Devlet
Universitesi'ne bagvurdu ancak reddedildi. Sovyetler Birligi'nin prestijli
Matematik Olimpiyatlar1 yarigsmalarinda en iyi Ogrencilerden ve en yiiksek
dereceli katilimcilardan biri olmasina ragmen, sozlii sinavini gecemedigi
sOylendi. Smav gorevlileri ona nerede hata yaptigin1 sdylemeyi reddetti.

Sonunda Yahudi 6grencileri liyakatle kabul eden en iyi lisans kurumlarmdan
biri olan Kharkiv Universitesine gitti. Babas1, dgrencilerin genellikle yalnizca
Moskova Ttniversitelerinde bulabilecekleri dersleri veriyordu. O yillarda
Moskova, Sovyetler Birligi'ndeki matematiksel ilerlemenin merkeziydi. Lyubich,
"o zamanlar babamin matematige dair daha genig bir vizyon edinmek ig¢in
sagladigi benzersiz bir firsatti" dedi. Ozellikle babast onu kompleks
dinamiklerdeki problemler hakkinda diigiinmeye tesvik etti. Kompleks Dinamik
sistemler alani, Sovyetler Birligi'nde hi¢ ilgi gérmeyen bir alandi. Lyubich, "O
zamanlar bu alanda calisan kimseyi gormedik" dedi. Hizla konuya odaklandi.
Universite yillarinda "esas itibariyla durmadan" matematik hakkinda diisiinmeye
basgladi. Sinifinda ikinci olmasina ragmen, lisansiistii programlara girmekte
zorlandi. Sonunda babasinin meslektaslarinin oldugu, 3.000 kilometreden fazla
uzaktaki Ozbekistan'daki Taskent Devlet Universitesi'ne gitti. Douady ve
Hubbard'in Fransa'da yaptig1 islerden habersiz ve onlardan izole bir sekilde
karmagik dinamikleri incelemeye devam etti. "Bir nevi yalnizdim," dedi ve
"olduk¢a yalnizdim" diye devam etti.

Universite grencilerinin sonbahar aylarinda tarimsal islerde c¢aligmalari
gerekiyordu. Lyubich, "Universiteler esasen Ekim ve Kasim aylarinda bosalirdi,"
dedi. Ve boylece kendini Tagkent disindaki tarlalarda pamuk toplarken buldugunu
soyledi. O zamanlar Sovyetler Birligi'nin ana pamuk tedarikgisi Ozbekistan'di.
Gilin dogumundan giin batimina, 32 derecelik sicakta, sadece birkag fit
yiiksekligindeki bitkilerin iizerine egilmesine ragmen yine de kendini sansh
goriiyordu. Lisans Ogrencilerinin bir kotayr doldurmalar1 gerekiyordu. Kota o
kadar yiiksekti ki, "beceri gerektiriyordu" dedi ve "benim i¢in miimkiin
olmayacak" belimi kiran bir ise donligmiistii.

Ve boylece, Lyubich "Sadece pamuk tarlalarinda dolagip matematik hakkinda
diisiiniiyordum", diye o giinleri anlatti. Ozellikle, kompleks ikinci dereceden
denklemlerin parametre uzay1 hakkinda diisiinmeye basladi. ilk bilgisayar
goriintiileri Bati'da ortaya ¢ikmis olsa da Lyubich'in bunlara erisimi yoktu. Bunun
yerine, Mandelbrot kiimesinin temel 0&zelliklerini zihninde sekillendirdigi
fraktalin ana kardiyoid adi1 verilen merkezi kalp seklindeki bdlgesi ve sekli x-
ekseni boyunca yatay olarak ikiye bdlen kiimenin omurgasinin yonleri olusturdu.
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"Sadece zihnimde bir resim olusturdum ve anlamaya ¢alistim" dedi. "Bu resmin
i¢inde sakli sorularin ne kadar derin oldugunu bilmiyordum" diye ifade etti.

Mart 1982'de Lyubich hala lisansiistii 6grencisiyken neslinin en seckin
Amerikali matematikcilerinden biri olan John Milnor, o zamanlar ileri
Aragtirmalar Enstitiisii'nde profesordii, bir konusma yapmak iizere Moskova'y1
ziyaret etti. Universite, Lyubich'in zamanini nerede gegirecegi konusunda esnek
davrandig1 icin, smavlarim1 ve tezini ve de pamuk toplama gorevlerini
tamamladig1 siirece, seminerlere katilmak ve orada g¢alisan matematikgilerle
goriigmek igin sik stk Moskova'ya giderdi. Milnor ziyaret ettiginde orada olmast
da tesadiiftii. Milnor konusmasini bitirdikten sonra, Lyubich ile biraz konustular.
Dil engeli nedeniyle ya bir seyler yazdilar ya da Lyubich'in meslektaslarindan
birinin terciime etmesine yardim ettiler. Lyubich i¢in Demir Perde'nin diger
tarafinda ilgili calismalarin yapildigi agikti. "Bu, bati matematigiyle bu yondeki
ilk temasimd1" dedi. Milnor, eve dondiikten sonra Lyubich'in arastirmalarindan
bazilarini bilim camiasina duyurdu. Lyubich, "iletisim ¢ok zayifti, ancak Milnor
ile tanigsmam benim sansimdi" dedi. Ve daha sonra Douady, Lyubich'e, Lyubich'in
MLC problemini ilk 6grendigi Orsay notlarinin bir kopyasini gonderdi. Yine de
Lyubich, MLC hakkinda gergekten birkag¢ yil daha diisiinmeye baglamayacakti.
Baska problemler iizerinde galisiyordu ve 1984'te doktorasini tamamladiktan
sonra, kendisi de bir matematik¢i olan esiyle birlikte Leningrad'a (simdiki St.
Petersburg) tagind1 ve burada Yahudi oldugu i¢in akademik islerden bir kez daha
men edildi. Sonraki bes yil boyunca, bunun yerine bir lise dgretmeni, "yar1
arastirma enstitlisii" (tibbi teknolojilere odaklanmis) olarak adlandirdigi bir
kurumda programci ve son olarak Arctic(Kuzey Kutup Bolgesi) ve Antarktika'nin
kapsamli ¢aligmalarini yapan bir bilimsel enstitiide modelleyici olarak ¢alist1. Her
yeni iste, dinamik sistemlerdeki matematiksel ilgi alanlarina odaklanabilmeye
giderek daha da yaklasti.

Bu yillar boyunca, matematik problemleri iizerinde ¢aligmaya devam etti.
Seminerlere katildi, diger matematikgilerle tanigti ve sonuglar iiretmeye devam
etti. Lyubich, "hi¢ durmadim," dedi. "Gdriiyorsunuz, durursaniz, toparlanmak
cok zordur. Durmamalisiniz". Lyubich, tiim giin lise 6grencilerine ders verdikten
sonra Ozellikle bitkin hissettigini ve ardindan aksamin geri kalanin1 matematik
calisarak gecirmeye zorladigini hatirliyor. "Kendimi tam olarak matematige
adayamadigim i¢in hayal kirikligina ugradim, ki yapmak istedigim sey tamamen
matematik ¢aligmakti" dedi. Ama "ne olursa olsun, matematik yapacagima kendi
kendime karar verdim".

"Perestroyka'nin gelmesi ve ayrilmama izin verilmesi benim i¢in biiyiik bir
sanst1," diye ekledi. "Bunu ne kadar siireyle siirdiirebilecegimi bilmiyorum."
1989'da esiyle birlikte Sovyetler Birligi'nden miilteci olarak ayrilmalarina izin
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veren bir vize aldilar. Ceplerinde sadece birkag yiiz dolar ile 6nce Viyana'ya,
sonra Italya'ya gittiler ve burada Amerika Birlesik Devletlerine tasinmak icin
bagvuruda bulundular. italya'daki bir miilteci kampinda evrak islerinin
islenmesini bekleyerek birka¢ ay gecirdikten sonra (bu siire zarfinda Lyubich
yerel iiniversitelerde konuk dersler vererek ek gelir elde etti) esiyle birlikte
sonunda New York'a vardilar. Lyubich'i orada bekleyen bir is vardi. Milnor
(Lyubich'in iletisimini siirdiirdiigii kisi) onu Stony Brook Universitesi'nde
baslattig1 yeni Matematik Bilimleri Enstitiisii'nde ¢caligmaya davet etmisti.

Lyubich Italya'dayken ilk kez e-postaya erisim sagladi ve orada Douady'den
bir e-posta aldi. Douady, matematiksel tartismalar ve is birlikleri i¢in e-postanin
kullanilmasinin ilk savunucularindan biriydi. Eski lisansiisti &grencilerinden
Pierre Lavaurs, "80'lerde yeni bir sey olan uzaktaki isbirlik¢ileriyle fikir
aligverisinde bulunmak icin ¢ok calist1" dedi.

E-posta, Lyubich'e ve alandaki diger matematikgilere, Jean-Christophe
Yoccoz'un Mandelbrot kiimesindeki hemen hemen her noktada yerel baglantiy1
kanitladigini1 bildirdi. MLC, tam kiimenin daha kiiciik, kendi kendine benzer
kopyalariin sonsuz bir yuvasinda bulunmayan c degerleri i¢in dogruydu. Yoccoz
daha sonra, kismen bu ¢aligmasi nedeniyle, matematigin en biiyiik onuru olarak
kabul edilen Fields Madalyasi ile ddiillendirilecekti.

Fransiz matematik¢i Jean-Christophe Yoccoz'un

Fransiz matematik¢i Jean-Christophe® Yoccoz'un oncii galigmasi, karmasik
dinamiklerdeki en biiyiik acik problemlerden biri olan MLC varsayimini,
matematiksel renormalizasyon teorisine bagladi.

¢ Jean-Christophe Yoccoz(1957-2016)
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Douady, e-postada MLC'ye yonelik tam ¢oziimiin hemen kosede oldugunu
soyledi. lyimser hisseden tek kisi o degildi. Imperial College London'dan Davoud
Cheraghi, "Mandelbrot setinin yerel baglantisiyla sadece birka¢ yilda basa
c¢ikabileceklerini diisiinen insanlar vardi" dedi. Bunun yerine, onlarca yillik
caligma kaldi. MLC'nin, yalnizca bir avu¢ matematik¢inin iizerinde ¢aligmaya
devam edebildigi ¢ok incelikli, neredeyse imkansiz derecede zor bir problem
oldugu ortaya ¢ikti. Matematigin her yerinden araglar ve kompleks dinamikler
alanmi sonsuza dek degistirecek yeni bir teorinin gelistirilmesi gerekecekti. Onde
giden, matematiksel yolculugunun bagindan beri bir pargasi olan israrla bu
konuda donanima sahip olan Lyubich'ti.

BiR SEHIR ICINDE BiR SEHIR

Matematigi bilimlerin en safi olarak diigiinme egilimindeyiz. Bu konu soyut,
mesafeli, giizellik ve mantikla yonlendirilen bir iine sahiptir. Ellerini kirletmez
veya "uygulamalar” gibi somut bir seyle ilgilenmez. Bu isimde bile vardir. "Pure
matematik"i "uygulamali matematik"ten ayiriyoruz. Matematik makalelerinin
yazilma bi¢imi yardime1 olmuyor. Genellikle yalnizca nihai ispatlar ve teoremler
yayinlanir, onlara yol agan dolambagli siire¢ yaymlanmaz. Bu matematigin
modern bir anlayisidir ve 19. ylizyilin sonlarinda saglamlasmaya baglamistir.
Matematikgiler tanimlarin1 daha titiz hale getirmeye ¢alistikca ve resmi ispatlar
yazmak onlar i¢in ig bulmanin ve kariyer insa etmenin tek yolu haline geldikge
biliyliyen bir anlayis halini almistir. 1930'larda giiclii, gizli bir matematikei
grubunun Nicolas Bourbaki takma adi altinda ortak g¢aligmalar yayimlamaya
baslamasiyla daha da giliclenmistir. Onlarin ahlak anlayisi matematiksel
diisiinceye egemen olmaya basladig1 sirada, disiplini temellerinden siyirip
miimkiin oldugunca bi¢imsel hale getirmeyi amaglamiglardi. Bourbaki olarak
bilinen gizli matematik toplulugu, 20. ylizyil ortasi matematiginin ¢ogunu
etkiledi. Soyutlama ve titizlige yaptig1 vurgunun etkileri bugiin de hissedilmeye
devam ediyor.
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Bourbaki olarak bilinen gizli matematik toplulugu,

Nicolas Bourbaki, ancak bundan ¢ok dnce, matematik¢iler tipki fizikgiler,
biyologlar veya kimyagerler gibi yeni fenomenleri kesfetmek ve kanitlamak igin
deneylere giivendiler. Tahminlerde bulundular, hipotezleri bir kenara attilar,
deneme yanilma yoluyla kaliplar aradilar. Hesaplamalar yaptilar, gdézlemler
yaptilar, veri topladilar. Benzerlikleri, beklenmedik yerlerde ortaya ¢ikan belirli
sayilar1 veya dizileri not ettiler.

18. ve 19. yiizy1ll matematiginin devleri Euler, Gauss, Riemann hepsi elle
zahmetli bir sekilde yapilan biiylik miktarda hesaplamaya giivenen deneycilerdi.
Gauss, asal say1 teoremini, asal sayilarin tam sayilar arasinda nasil dagitildigini
tanimlayan 6nemli bir formiilii, ispatlanmasindan bir asir 6nce varsaydi. Bunun
nedeni, gengliginde asal sayilar tablosunu incelemis ve bin sayidan olusan bloklar
halinde, bir milyona kadar, ka¢ tane asal say1 oldugunu saymaya karar vermis
olmasidir. Siiphesiz Gauss giiniimiiz bilgisayarlarina minnettar olurdu. Benzer
sekilde, Riemann, matematikteki en biiyiik acik problem olan kendi adini tagryan
hipotezini, ancak sayfalarca hesaplama yaptiktan sonra ortaya koydu.
Matematiksel veya baska tiirlii tiim diisiinceler, etrafimizdaki diinyadan,
zamanimizin teknolojilerinden, felsefi hareketlerinden ve estetiginden etkilenir.
Bu baglamda, Bourbaki'nin felsefesi tam titizlik gereksinimi ve somut drnekler
yerine genel ifadelere vurgu yapmasi bir tiir sapmayi temsil ediyordu.
Matematikgilerin Bourbaki'ye bakis agis1 boliinmiistiir. Bazilari, belirli alanlara
cok ihtiya¢ duyulan titizlige dogru bir ivme kazandirdigini iddia ediyor. Digerleri
ise bunun kisitlayici, dar goriisli oldugunu, matematigi diger ilham
kaynaklarindan uzaklastirdigin soyliiyor.
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1970'lerden beri, matematikgilere deney yapma ve oynama konusunda
tamamen yeni yollar sunan modern bilgisayarlar tarafindan itilen sarka¢ geri
sallanmaya bagladi. Eilers, "sanirim insanlar Bourbaki olayinin bir tiir hata
oldugu konusunda genel olarak hemfikir" dedi. "Bu ¢ok soyut goriis, bu pek de
insan dostu degil, bu alan bu sekilde evrimlesmemeli" diyerek ifadesini siirdiirdii.
Gauss ve Riemann'in deneysel ruhuna uygun olarak, matematikgiler glinlimiiziin
en iinlii acik problemlerinden birini ortaya attilar. Birch ve Swinnerton, Dyer
varsayimi, ¢Oziildiigiinde bir milyon dolarlik 6diil getiren eliptik egrilerle ilgili
bir soru ancak bir bilgisayar kullanarak daglarca veri lirettikten sonra ¢oziilebilen
bir problemdi.

Lyubich, giiniimiizde Stony
Brook Matematik Bilimleri Enstitiisti niin miidiiriidiir.

Matematikgiler hem yerlesik varsayimlara hem de yeni hipotezlere karsi
ornekler bulmak i¢in bilgisayarlar1 kullandilar. Bunlar1 eski kanitlardaki hatalar
bulmak ve diizeltmek i¢in kullandilar. Farkli alanlar arasinda yeni baglantilar
kurmak i¢in bilgisayarlara yoneldiler. Ve bircok alanda, matematikgiler temel
hesaplamalar1 yapmak ve matematiksel argiimanin kendisinde diger adimlar
gergeklestirmek igin bilgisayarlara giivenmeye basladilar. Mandelbrot kiimesi
durumunda, Dbilgisayarlar tim bir alan1 baglatmaya yardimci oldu.
Matematikgilerin anlattigina gore, bilgisayarlar Mandelbrot kiimesini bir sehir
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gibi ele almalarma izin verdi. Kesfedilecek fiziksel bir alan olarak ortaya ¢ikti.
Mahallelerinde ve sokaklarinda dolasarak saatler, giinler, yillar gegcirdiler,
kayboldular, araziye asina oldular. Brezilya'daki Ulusal Saf ve Uygulamali
Matematik Enstitlisi'nden Luna Lomonaco, "daha fazla ve daha fazla sey
anlamaya bagliyorsunuz ve her geri dondiigiiniizde, eve geri donmek gibi oluyor"
dedi. "Gergekten sizin bir parganiz oluyor" diye goriisiinii stirdiirdii.

Bu asinalik, alandaki matematikgilerle konustugunuzda her zaman aciktir.
Farkl1 bilgisayar programlarinda kolayca gezinir, farkli 6zellikleri gostermek icin
belirli noktalara yakinlastirirlar. Dudko bu goriintiileri "kompleks dinamiklerdeki
bir dil gibi" olarak tanimliyor. Buff, "kiimenin kii¢iik bir kopyasinin goriiniir hale
gelmeden Once tam olarak nerede belirecegi, sadece belirli dallarin ve kivrimlarin
nasil goriindiigiine dayanarak tahmin edebilir" diye agiklama getirdi. Chéritat'dan
bir keresinde, herhangi bir ek bilgi olmadan, Mandelbrot kiimesinin
derinliklerindeki bir bélgenin onlarca yillik bir posterini yeniden {iretmesi istendi
ve bunu yapti. Douady goriiniise gore bir Julia kiimesine bakip Mandelbrot
kiimesindeki c'nin hangi degerinden geldigini bilebilirdi. Hubbard hala Julia
kiimelerinden eski dostlar olarak bahsediyor. Mandelbrot kiimesini incelemek
gercekten deneysel bir matematik alani gibi hissettiriyor.
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Landmarks of the Mandelbrot Set

The set’s boundary forms a rich mathematical landscape, with plentiful sightseeing opportunities.

spiral Galaxies

Symmetric
structures such
as this triple
spiral frequently

appear.

Baby Mandelbrot Sets
The set contains infinitely many
near-copies of ifself.

Seahorse Valley
Seahorses lurk in the crevices between
the set's two biggest regions.

Elephant Valley

Near the cusp

of the main cardioid,
elephants march

in succession

Kapiamba, "pure bir matematik alaninin aksine, neredeyse uygulanmis bir
matematik alani gibi hissettiriyor" diye ifade etti. Buff, "sadece orada olan bir
seyi alip, bana gore kesfetmeye ¢alistiginiz dogal bir fenomen gibi hissettiren bir
sekilde onu parcalara ayirmaya ve analiz etmeye calistyorsunuz. Bu sizin
yarattiginiz bir sey degil. Orada olan ve sizin kesfettiginiz bir sey" diye ekledi.
"Bilgisayarimda agik¢a orada, Mandelbrot kiimesini ziyaret ediyorum. Ve belki
de Mandelbrot kiimesinde heniiz kesfetmedigim baz1 yerler vardir."

Bu ¢alisma alani1 bu tiir kesiflerle doludur. Kiimenin kendi i¢inde daha kii¢iik
kopyalarmin ve antenlerinin, killarinin ve diger siislemelerinin goriinme
bi¢imindeki belirli desenlerin kesfi vardi. Kiimede kodlanmis Fibonacci dizisinin
kesfi vardi. Ayrica, Pi sayisinin da bir yaklasimmi igeriyor. Mandelbrot
kiimelerinin tamamen baska baglamlarda kesfi var, 6rnegin kiibik denklemlerin
sayisal ¢ozlimlerinin aranmasi gibi, hala bu konu tam olarak anlasilmis degildir.

Indiana Universitesi Bloomington'dan Kevin Pilgrim, "bilgisayarlar bize
bastan ¢ikarici, gelip agiklamasini isteyen seyler gosteriyor” dedi. Burada aslinda
cevaplar olmasa da dogru sorular1 sormamizi sagliyor. Bilgisayarlar Mandelbrot
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kiimesinin tim bu kii¢iik kopyalarini kendi i¢inde ortaya ¢ikardiginda, Douady
ve Hubbard bunlarin varligini agiklamak istedi. Sonunda, fizik¢ilerin kuantum
alan teorileri calismasinda sonsuzluklari evcillestirmek ve faz gegisleri
caligmasinda farkli 6lgekleri birbirine baglamak i¢in kullandiklari bir teknik olan
yeniden normallesme(renormalizasyon) teorisine yoOneldiler. Daha &nce
matematikgiler igin pek ilgi ¢ekici olmamisti; onlarin standartlarina gore, titiz bile
degildi. Ancak 1970'lerde fizik¢i Mitchell Feigenbaum, renormalizasyon teorisini
dinamik diinyasina getirdi ve bunu, gercek sayilar kullanarak ikinci dereceden
denklemleri yinelediginizde ortaya ¢ikan belirli bir 6z-benzer modeli agiklamanin
bir yolu olarak kullandi. Douady ve Hubbard, renormalizasyonun bilgisayar
ekranlarinda gordiikleri daha karmasik 6z-benzer modelleri agiklamak igin tam
olarak ihtiya¢ duyduklar1 sey oldugunu fark ettiler. Ve boylece renormalizasyon
teorisini karmasik dinamiklere nasil uygulayacaklarini buldular.

O zamandan beri, Lyubich ve meslektaslarinin MLC iizerindeki ¢alismalari
bu teoriyi herkesin miimkiin oldugunu diisiindiiglinden daha da ileriye tasidi.

HER NOKTAICIN BIR iSiM

Lyubich, Moskova'dan ayrildiktan aylar sonra Subat 1990'da New York'a
vardiginda, Douady'nin e-postasinda heyecanla yazdig1 calisma hakkinda daha
fazla bilgi edinme sans1 yakaladi. i1k basta Lyubich'i biiyiileyen sey MLC sonucu
degildi, Yoccoz'un bunu kanitlamak i¢in gelistirdigi tekniklerdi. "Bir sekilde, bu
benim i¢in ¢ok iyi bir seydi" dedi. Gergek dinamiklerle ve Feigenbaum'un
yeniden normallestirme {izerine ¢alismasina dayanarak ortaya c¢ikan sorulari
yanitlamakla ilgileniyordu. 1990'larin ¢ogunda Lyubich, Yoccoz'un yontemlerini
daha da gelistirmeye ve bu acik sorunlari ele almaya odaklandi. On y1lin sonunda,
"bu makineyi kullanarak, dinamiklerin gercek hat {izerindeki tam tanimini esasen
elde ettigini" hissetti. Bu ¢aligmanin dogal bir sonucu olarak Lyubich, Yoccoz'un
sonucunun kapsamadigi bir¢ok vaka icin, ancak hepsi i¢in degil, MLC'yi
ispatladi. Yoccoz'un ispati, Mandelbrot kiimesindeki '"sonsuz yeniden
normallestirilebilir" parametreler olarak bilinenler hari¢ tiim noktalar igin
MLC'yi gosterdi. Bu noktalar sonsuz sekilde i¢ ice gecmis bebek Mandelbrot
kopyalarinin i¢inde yastyordu. Sonucu MLC'yi aninda yeniden normallestirme
teorisiyle yakindan baglantili bir soruna doniistiirdii. Bu baglanti heyecan
vericiydi. Yiizeyde MLC alanin tamamen farkli bir kdsesine ait gibi goriiniiyordu.
Lyubich, "yeniden normallestirme teorisi tamamen bagimsiz olarak gelismisti"
dedi. "Ve sonra her sey ayn1 hikayenin parcasi oldu". Ve boylece Lyubich, MLC
sorununu ele almaya da ilgi duymaya basladi.

Yeniden normallestirme tartismaya girmeden once bile, MLC'nin daha derin
yankilar1 olan bir soru olduguna dair isaretler vardi. Orsay notlarinda, Douady ve
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Hubbard, MLC dogruysa, bunun Mandelbrot kiimesinin i¢ kisminin 6zellikleri
i¢in de ¢ikarimlar1 oldugunu gosterdi. Kiimenin igindeki her nokta ayn1 sekilde
davranmaz. Ana kardiyoiddeki noktalar, sifir baslangic degerinden itibaren
yinelendiginde tek bir sayiya yakinsayan fonksiyonlara karsilik gelir. Diger
loblardaki noktalar, belirli sayida farkli deger arasinda salinim yapan
fonksiyonlara karsilik gelir. Ornegin, ana kardiyoidin {istiindeki en biiyiik lob, iig
deger arasinda salmim yapan fonksiyonlar1 temsil eder. Ancak, dikkatlice
secilmis noktalar i¢in, bir fonksiyon siirli kalan ancak asla salinim yapmayan
diziler iiretebilir; yeni, farkli degerler arasinda atlamaya devam ederler. Ancak
MLC dogruysa, Douady ve Hubbard bu salinimsiz dizilerin nadir olmasi
gerektigini gosterdiler. Matematikgilerin ¢aligtiklar1 herhangi bir dinamik sistem
icin ispatlamak veya ciirlitmek istedikleri "hiperbolikligin yogunlugu" ad1 verilen
bir dzelliktir. Lomonaco’ya gore, bu sadece karmasik dinamiklerde degil, temel
olarak dinamiklerdeki en 6nemli sorudur. Hiperbolikligin yogunlugu Mandelbrot
kiimesinin i¢ kismiyla ilgilidir. Ancak MLC, matematikgilerin kiimenin
sinirindaki her noktaya bir adres atamasin1 da saglayacaktir. Hubbard, "her
noktaya bir isim verir ve sonra, Mandelbrot kiimesinin sinirindaki her noktay1
adlandirabildiginizde, onu gercekten tamamen anlamayi umabilirsiniz" diye
acikladi. Bu sekilde, MLC matematikgilere kiimenin resminin higbir seyi eksik
olmadigimi soyler. Ancak bir ispat olmadan, bu sonsuz derecede karmasik
manzaranin en derin koselerinde sakli, heniliz bilgisayar ekranlarinda
goriinmemis, temelde farkli bir sekilde davranan bazi bdlgeler hala olabilir. Bu,
matematik¢ilerin hikayenin bir kismini hala kagirdigi anlamina gelir.

BASIT SEYLER HAKKINDA DERINLEMESINE DUSUN

Jeremy Kahn, 1970'lerde New York'ta bir sosyal hizmet gérevlisi ve bir bilim
yazarinin oglu olarak biiylidii. Cocukken, kisa siirede bir matematik dehasi
oldugunu ispatladi. Altinci siifta SAT'1n matematik bdliimiinden 790 aldi. Ve
cesitli matematiksel kavramlari daha derinlemesine incelemek igin kendi
bilgisayar programlarini yazdi. O yillarda 13 yasindayken, ABD'nin Uluslararas1
Matematik Olimpiyati takiminda yer alan en geng katilimci oldu. Lise boyunca
yarigmaya katild1 ve iki glimiis madalya ve iki altin madalya kazandi. Bu siire
zarfinda, Columbia Universitesi'nde matematik dersleri almaya baslad1 ve yatak
odasinda tuttugu bir kara tahtada birkac teoremi (ispatlandiklarini bilmeden)
tekrar ispatladi. Liseden mezun olduktan sonra, ana dal olarak matematik okumak
icin Harvard Universitesi'ne gitti. Orada Mandelbrot kiimesine hayran kaldi. Son
yilinda, tiim enerjisini bunu anlamaya adadi. O zamanlar Harvard'da kimse bu
konu iizerinde calismadigi igin, fraktallar ve dinamik sistemler hakkinda bir
matematik¢iden ders almak i¢in Boston Universitesi'ne bisikletle giderdi. Mezun
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olduktan ve Kaliforniya Universitesi, Berkeley'de bir doktora programina
kaydolduktan sonra, Mandelbrot kiimesi ilk popiiler olmaya basladiginda,
matematik¢ilerin daha énce kompleks dinamiklerle iligkilendirdigi bir alan olan
hiperbolik geometriye odaklandi.

Kahn bu baglantiy1 giiclendirmek istiyordu. Lisansiistii 6grencisiyken,
matematik¢iler Dennis Sullivan ve Curt McMullen tarafindan yapilan oOncii
calismalara dayanarak Yoccoz'un iinliit MLC sonucunu yeniden kanitladi. Ayrica
hiperbolik geometriden gelen fikirlerin renormalizasyona nasil uygulanacagini
diisiinmeye basladi.

Kahn'in sinif arkadasi Kevin Pilgrim, Kahn'in egrilerin ve halkalarin, bozulan
ve carpitilan geometrik nesnelerin ¢izimleriyle bilylik sayfalar doldurdugunu
gordigiinii hatirliyor. Pilgrim, bu seyler hakkinda ¢ok derin sekilde nerdeyse 15
yil boyunca diisiinmeye basladigini ifade etti. "Jeremy'nin bir sey hakkinda
gercekten ¢ok diisiinme konusundaki azmi oldukga sasirtict,” diye ekledi. Jeremy
Kahn heniiz 13 yagindayken olaganiistii bir matematik yetenegi sergiliyordu.

Kahn, renormalizasyon hakkinda 6zellikle ¢ok diisiindii. Lyubich'in, Douady
ve Hubbard'in ¢caligmalarini inceledi.

Tiim bu baglamlarda, renormalizasyon, dinamik bir sistemin farkli 6l¢eklerini
birbirine iliskilendirmenin bir yoludur. Bir ikinci dereceden denklemin
dinamiklerini disiiniin. Noktalar karmasik diizlemde belirli sekillerde
ziplayacaktir. Renormalizasyon, tiim bu noktalarin dinamiklerini yalnizca kiigiik
bir alt kiimesine odaklanarak tanimlamaniza olanak tanir. Fransa'daki Sorbonne
Universitesi'nden Romain Dujardin, "Renormalizasyon, en derin seviyede yatan
yapilart anlamaniza olanak taniyan siiper giiglii bir mikroskop gibi davranir" dedi.
Bunu ne o6lgiide yapabileceginiz, yinelediginiz denkleme baghdir. Bazen
dinamiklerini sistemin daha kii¢iik bir parcasi agisindan tanimlayamazsiniz. Ya
da daha kiiciik dl¢ekler hakkinda artik anlamli bir sey sdyleyemeyeceginiz bir
noktaya ulagsmadan oOnce, seyleri bir, iki veya 10 kez biiylitmek igin
renormalizasyon mikroskobunu kullanabilirsiniz. Ancak sonsuz sekilde yeniden
normallestirilebilir parametrelerle iligkili iglevler i¢in, renormalizasyonu sonsuza
kadar uygulamaya devam etmek miimkiindiir. Bu hassas bir islemdir. Lyubich, bu
islemin rastgele bir sekilde yapilamayacagini ifade etti. Cok fazla hassasiyet
kaybetmeden bir Olgekten digerine gecebileceginizi titizlikle gostermelisiniz.
Bunu basarmanin ilk adim, farkli dlgeklerin geometrisi lizerinde kabaca bir tiir
kontrol elde etmeyi igerir. Bu adim, daha sonra Mandelbrot kiimesinde c'nin
belirli bir degeri icin MLC'yi gdstermek i¢in kullanilabilir.

Kahn, lisansiistii 6grencisiyken hiperbolik geometri bilgisini soruna nasil
uygulayacagmi diisiiniiyordu. Arastirmasi dikkat cekti ve lisansiistii okulunun
iicglincii yilinda, California Teknoloji Enstitiisii'nde kadrolu bir isi kabul etti. Her
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sey milkemmel bir sekilde siralaniyor gibiydi. Ve sonra sagkinliktan donup kaldi.
Lisansiistii okulundaki zamanindan sonuclari vardi ama her seferinde bir
bilgisayara oturdugunda, sahip oldugu iradeyi kaybediyordu. Matematiksel
dikkatini de odaklayamryordu. Bazen MLC veya P ile NP gibi gercekten harika
teoremleri ispatlama isteginin asiriliklarinda kendimi kaybediyordum diye itirafta
bulundu. Kahn, Caltech'te gecirdigi dort yil boyunca tek bir makale bile yazmadi.
[sini kaybetti. Ve bdylece, 1998 sonbaharinda, 30 yasina yakinken, bir zamanlar
umut vadeden kariyeri paramparca olmusken, New York'a geri dondii. Milnor't
arayip tavsiye istedi. Milnor, Kahn"1 lisansiistii okulda birka¢ kez tanigtigi
Lyubich ile tekrar iletisime gegirdi. Lyubich, Kahn i¢in Stony Brook'ta 6gretim
gorevi olmadan gegici bir pozisyon buldu ve Kahn’it miimkiin oldugunca
desteklemeye devam etti. Kahn bu yillarda hala kendini sik sik kaybolmus
hissetse de, o ve Lyubich, Kahn'in olduk¢a yogun bir is birligi ile MLC de bir ¢ok
seyi gelistirdiler. Bu onu ayaklar1 yere basan biri yapt1. Iki matematikgi, yeniden
normallestirmeye yonelik yaklasimlarini birlestirdi ve bu da onlarin ¢ok daha
fazla parametre icin MLC'yi kanitlamalarina olanak sagladi. Kahn ve Lyubich'in
caligmalari, yeniden normallestirme teorisinde ve MLC'de biiyiik bir atilimi
simgeliyordu. Ancak Lyubich, Mandelbrot kiimesi son derece sinsi, ifadesini
kullandi, ¢iinkii tam olarak kendi kendine benzer degil ve farkli tiirde kendi
kendine benzerlikler sergiliyor. Avila'nin da dedigi gibi, i¢inde hareket ettikce
farkli kisiliklere sahip bir kiime. Bu farkli tiirdeki kendi kendine benzerlikler gok
farkli dinamiklere karsilik gelir ve bu nedenle bir 6lgegi digerine iliskilendirmek
icin farkl: tiirde yeniden normallestirmeler gerektirir.

Kahn ve Lyubich bir tiir gelistirmiglerdi, ancak tekniklerini olabildigince
zorlamiglardi. Mukherjee nin ifadesine gore Kahn ve Lyubich bir duvara carptilar
ve bir duvara garpacaklarini biliyorlardi. Mandelbrot kiimesinin diger boliimleri
icin MLC'yi ispatlamak, benzer bir tiir geometrik kontrol elde etmeleri, ancak
baska bir tiir veya tiirlerde yeniden normallestirme kullanmalar1 gerekecekti.
Sonunda Kahn ve Lyubich, en iyi sekilde nasil ilerleyecekleri konusunda
anlasamadilar. Ilerleme durdu. Her biri diger problemler iizerinde galismaya
bagladi. Kahn hiperbolik geometriye geri dondi. Lyubich, MLC caligmasini
karmagik dinamiklerin diger boliimlerine (ve hatta fizikteki sorulara)
uygulayabilecegi yollar diisiindii.
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Bu ¢izimler, fizikte ortaya ¢ikan ve o zamandan beri titiz bir matematiksel
teoriye doniisen bir teknik olan renormalizasyonu iceren hesaplamalari

gostermektedir. Renormalizasyon, karmagik dinamiklerde merkezi bir rol oynar
ve genis kapsamli uygulamalara sahiptir.

2004 yilinda Stony Brook Matematik Bilimleri Enstitiisii'niin midiirii olan
Lyubich, yarin biri tiim durumlarda MLC'nin tek satirlik bir kanitini bulursa, daha
once yaptigimiz her seyi yok eder mi? Diye sorsada cevap belliydi, hayir. Ciinkii
bu teknige dayanan ¢ok sayida problem var. Bu, MLC cephesinde isler pek de
yolunda gitmiyormus gibi goriindiigiinde asla hayal kirikligina ugranmamasinin
nedenlerinden biridir. MLC'deki her adim, birgok baska soruna agilan bir kapidir.
Bu arada, Kahn hiperbolik geometride onemli ilerlemeler kaydetti. Kadro
teklifleri gelmeye bagladi. Ne Lyubich ne de Kahn, MLC hakkinda diigiinmeyi
birakmadi, ancak kendi sorumluluklartyla mesgul olarak birbirlerinden
uzaklastilar. Kompleks dinamikler iizerinde calisan diger matematikgiler farkl
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yonlere dogru hareket etmeye basladi. Mandelbrot kiimesinden bile daha
karmagik parametre uzaylarina ve kompleks dinamikler ile sayilar teorisi
arasindaki baglantiya odaklandilar. Ancak son yillarda, Lyubich ve Kahn
asistanlar aldilar ve MLC'yi kanitlamak i¢in ¢abalarini yenilediler.

KARSI KARSIYA GELMEK

Yaklasik on yil once, Lyubich Dima Dudko ile ¢alismaya basladi. Dudko,
1980'lerde Belarus'ta biiyiidii ve matematiksel becerisi etrafindakiler tarafindan
hemen fark edildi. Kahn yaslandiktan 15 yil sonra Belarus'u Uluslararasi
Matematik Olimpiyatlari'nda temsil etti. Kahn gibi o da altin madalya kazandi.
Daha sonra, Almanya'da lisansiistii Ogrencisiyken, danigmani Lyubich'e
Dudko'nun tezi i¢in hangi problem iizerinde calismasi gerektigi konusunda
danisti. Dudko'nun cevaplayabilecegini beklemedikleri Mandelbrot kiimesiyle
ilgili bir soru iizerinde karar kildilar. Ag¢iklama MLC'den otomatik olarak
gelecekti. MLC'nin ona yardim etmemesi durumunda en iyi ihtimalle kismi
ilerleme kaydedebilecegini diislindiiler. Dudko, MLC'nin etrafindan dolasmanin
bir yolunu buldu ve problemi tamamen ¢6zdii.

=

bt
Ukraynali Lyubich ile Belaruslu Dudko, sik sik birlikte ¢alistiklary is
birliklerinde genellikle Rus¢a konugsuyorlar.

Quanta dergisi i¢in Karen Dias 2012'de lisansiistii programimi tamamladiktan
sonra, doktora sonrasi arastirmaci olarak Almanya'da calismaya devam etti ve
Lyubich ile de is birligi yapmaya basladi. Alabama Universitesi, Birmingham'dan
ticiincill bir matematik¢i olan Nikita Selinger ile yeni bir yeniden normallestirme
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teorisi gelistirdiler. Lyubich ve Dudko daha sonra bunu, MLC'nin Mandelbrot
kiimesindeki en zor sonsuz yeniden normallestirilebilir parametrelerden bazilar
icin gecerli oldugunu gostermek tam da Lyubich ve Kahn'n yontemlerinin
uygulanamadigi parametreler i¢in kullandilar. Lyubich'in eski 6grencisi Davoud
Cheraghi ve Kyoto Universitesi'nden Mitsuhiro Shishikura da bu olaganiistii
vakalardan bazilarini ele almak i¢in teknikler gelistirirken Lyubich, bu vaka o
kadar farkli ki, birka¢c on yil daha siirecegini anladi. Ayrica biraz da 6zgilin
diisiince gerektiriyordu. Danimarka'da Lyubich ile birlikte yakin zamanda MLC
seminerine liderlik eden Dudko, bdlgede bir yildiz olarak goriiliiyor ve seylere
bakmanin ilgi ¢ekici bir yolu var. Bu belki de en iyi, cogu matematik¢inin ¢izme
egiliminde oldugu daireler yerine, bazen Mandelbrot kiimesini bir dizi kare
olarak c¢izmesiyle Orneklenebilir. Bu sorunlari ¢dzmenin miimkiin olmasi
Lyubich’i sasirtmigti. Son zamanlarda yapilanlar daha 6nce yapilan her seyin
otesinde oldugu farkedilince, Lyubich, tiim bu sonuglari tek bir yerde bir araya
getirme cabasiyla, Mandelbrot kiimesi, MLC ve kompleks dinamiklerdeki ilgili
caligmalar hakkinda bir dizi ders kitab1 yazdi. Simdiye kadar, planlanan dort
ciltten ikisine bolinmiis 700'den fazla sayfa tiretti. Umulan odur ki 4. cildi
bitirdiginde, MLC orada olur.

Lyubich gibi, Kahn da daha geng bir asistan buldu. Alex Kapiamba'y1 ise alma
fikri ilk olarak Kahn'a bir riiyasinda geldi. 2022'de bir konferanstaydi. Birkac ay
boyunca, Lyubich ve Dudko, MLC'deki ilerlemeyi tartismak i¢in diizenli olarak
bir araya geldiler. Sonraki giinlerde arastirmasini goriismek lizere Kapiamba ile
bulusmay1 ayarladi. MLC ¢abasina ne kadar katkida bulunabilecegini diisiindiigii
konusunda miitevaziydi. Cok ge¢ olmadan igeri girip biraz bir seyler yapma
istegini belirtti. 2014'te mezun olduktan sonra ne yapmak istediginden emin
degildi. Yiiksek lisans 6grencisi olarak, s1g bir vadiden bir fil gecidinin yliriidiigii
ana kardiyoidinin zirvesine yakin bir yerde Mandelbrot setinin geometrisi
hakkinda bir soru {iizerinde ¢aligmaya basladi. Vadiye yaklastiginizda, filler
birbirine giderek daha da yaklasiyor gibi goriiniiyor. Ve bu nedenle vadinin en
derin noktasina yaklastiginizda, filler arasindaki mesafenin sifira diisecegi
varsayiliyor. Kapiamba, bilgisayar ekraninda, fillerin {izerinde yakinlastirdigi
yerde gergekten de birbirlerine degiyormus gibi goriiniiyorlardi. Arglimaninin
onemli bir kismi eski bir doktora tezinde yapilan bir laftan ibaretti. Tamamen
Fransizca yazilmig 73 sayfalik tez 1989'da tamamlandi ancak higbir zaman
yayimlanmadi. Yazari, ¢dzmeyi umdugu sorun olan MLC yiiziinden hayal
kirikligina ugrayip sinirlendikten sonra, sadece bir yil sonra matematigi
birakmust.
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Su anda Brown Universitesi'nde doktora sonrasi arastirmaci olarak calisan
Alex Kapiamba, Mandelbrot kiimesinin sag tarafindaki bir vadiye

yaklagtigimizda yiiriiyen fillerin rastgele birbirine yaklastigin gosterdi.

Sonunda, Kapiamba tezin mantigindaki bir adimi1 kavrayamadigini fark etti.
Yazar1 bir hata yapmusti. Iddias1 biiyiik ihtimalle dogruydu, ancak bunun
ardindaki mantik gecerli degildi. Ve boylece Kapiamba hatay1 diizeltmeye
odaklandi. Ekmegin mayalanmasini bekledigi gibi, her seyi kendi haline birakti.
Hala zihnini odaklamak igin pisiriyor. Elleriyle bir seyler yapma firsatini
yakalamanin tadini ¢ikariyor. Sonraki birkag yi1l iginde nihayet kaniti buldu. Bunu
yapmak i¢in Yoccoz'un orijinal MLC kamtinda kullandigi, fillerin
biiytikliigiindeki bir teoremi giiclendirmesi gerekiyordu. Calisma kompleks
dinamik toplulugunu tamamen sasirtti. Bilgisayar goriintiileri Mandelbrot
kiimesinin belirli bolgelerinin Yoccoz'un teoreminin onerdiginden ¢ok daha hizli
kiigiildiigiinii gostermisti, bu da ifadesinin giiclendirilebilecegi anlamina
geliyordu. Kapiamba, sadece birkag resim ¢izip onlara bakarsaniz, Yoccoz'un
bize verdigi smirin ¢ok kotli goriindiigiiniin goriilebilecegini gosterdi. Ancak
Kapiamba'ya kadar kimse bunu gelistirememisti. Calismasi yalnizca Mandelbrot
kiimesindeki belirli bolgelere uygulamyordu. Matematikgiler Yoccoz'un
ifadesinin daha giiclii versiyonunun tiim kiime i¢in gosterilebilecegini umuyorlar.
Buna ragmen, insanlar ger¢ekten heyecanlandi. Bunun iizerinde ¢aligan herkes
bunun dogru olmasi gerektigini biliyor ancak sadece bunu nasil ispatlayacaklarmi
bilmiyorlardi. Lomonaco ve diger matematik¢iler, Kapiamba'nin sonucunu kendi
teoremlerini kanitlamak icin kullandilar. Ancak bu aymi zamanda MLCnin
gelecekteki bir ispat1 i¢in potansiyel bir temel olarak goriiliiyor.
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Mandelbrot kiimesinin hikayesi, bilgisayarlarin nasil kesfedilmeye hazir,
tamamen yeni matematiksel ufuklar agabilecegini gosteriyor.

SONUC

Mandelbrot kiimesinin son yarim yiizyillik kesfi, bilgisayar grafiklerinin
gelistirilmesiyle miimkiin oldu. Fraktali olusturan matematik basittir. Gergekten
sadece toplama ve carpmay1 bilmeniz yeterlidir. Ancak kiimeyi {inlii yapan
cizimler elle yapilmis olamazdi. Bu kolay hesaplamalari milyonlarca kez yapmak
gerekirdi. Bu da bilgisayarlar olmadan miimkiin olmayan bir seydi. Prensip
olarak, vizyon sahibi bir matematik¢i yiizlerce yil 6nce zihninde kiimenin bir
anlik goriintiisiinii tutmug olabilir. Ancak tarihin gelisiminde, deha bazen ufuktan
bakabilse de teknoloji hayal edilebilecek seyleri modiile etti. Ornegin, Fatou,
Mandelbrot kiimesini géremeden varsayimlar formiile edebildi. Fakat Fatou
yalnizca bu kadar ileri gidebildi. Hayal giicii ne kadar giiclii olursa olsun,
Mandelbrot kiimesinin altinda onun erisemedigi ancak bugiin ortalama bir
insanin kolayca gorebildigi bir zenginlik diinyas: doniiyordu. Lyubich, diistinme
bigimi ¢ok gorsel ve geometrik oldugundan galigmalarinda bilgisayar kullanma
egiliminde degil. Resimlerle diislinliyor ama sadece elle veya zihninde az ¢ok
ilkel resimler ¢iziyor. Yine de hesaplamalarla dolu bir diinyada yasiyor. Lyubich
, Ozbekistan'in pamuk tarlalarina déndiigiinde, o da hayal giiciinii serbest
birakarak ancak belli bir yere kadar gelebildi. Bir sonraki derinlik seviyesini
gorenler Douady ve Hubbard'di.1980'lerde mevcut olan bilgisayarlar1 kullandilar.
O zamandan bu yana gecen yillarda Lyubich, isbirlik¢ilerinin bilgisayarlart bir
laboratuvar ve rehber olarak kullandigini gérdii. Milnor ile ortak bir makalede,
Milnor'un ispatlarin1 dogru yone yonlendirmek icin birkag¢ bilgisayar deneyi
yaptigini hatirliyor. Dudko, Lyubich ile ¢alisirken tekrar tekrar bilgisayara geri
doniiyor.

Galileo, Juipiter'in uydularim yalnizca gordiiklerini anlamlandirmak i¢in dogru
teoriyi gelistirdigi icin degil, ayn1 zamanda bir teleskopu oldugu icin kesfetti.
Benzer sekilde, teknolojik degisim onlar1 goriiniir hale getirene kadar gizli kalan
matematiksel evrenin tiim boliimleri vardir. Bunlar, Jiipiter'in uydularinin gézleri
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kisarak ayirt edilemedigi gibi, saf diislinceyle kesfedilemez. 1970'ler ve
80'lerdeki hesaplama devrimi Mandelbrot kiimesini kesfe actiysa da
matematik¢iler bugiin bagka bir doniim noktasinin esiginde olabilirler. Yapay
zeka, onemli varsayimlar formiile etmek ve onemli matematiksel sonuglari
ispatlamak icin yeni yeni kullanilmaya basliyor. Potansiyelini giivenle 6lgmek
zor, belki de imkansiz. Kapiamba saka yollu sdyle diyor "Mandelbrot kiimesinin
etrafinda hizla hareket edecek bir sinir agim egitmeye calismaliyiz. Fakat
Mandelbrot kiimesinin hikayesi, matematikgilerin teknoloji tarafindan agilan bir
manzaray1 incelemek i¢in saf diisiinceyi nasil kullanabileceklerinin hikayesiyse,
bir sonraki boliim heniiz yazilmadi.

Mandelbrot bir keresinde "hayal giiciimiin tiim bu olaganiistii seyleri icat
edecek kadar zengin oldugunu hi¢ hissetmedim" demisti; "daha 6nce hi¢ kimse
gérmemis olmasina ragmen oradaydilar".

Mandelbrot kiimesinde kesfedilmeyi bekleyen sayilamayacak kadar c¢ok
karmasik hareketin bulundugunu bilmek, matematik¢iler kadar konuya ilgi
duyanlar1 da bu gizemi diisiinmeye sevk ediyor.
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1.GIRIS

Dogal pigmentler sar1, kirmizi, yesil, turuncu, mavi, kahverengi ve siyah gibi
renklere sahip olabilen ve dogada cesitli bitki, hayvan, alg ve mikroorganizma
gruplan tarafindan sentezlenen organik bilesiklerdir. Bu bilesikler gida endiistrisi
basta olmak tizere cesitli endiistrilerde sentetik pigmentlere alternatif olarak
kullanilmaktadir. Mikrobiyal pigmentlerin iiretimi sivi veya kati kiiltlirlerde
gerceklestirilmektedir. Pigment iiretimini artirmak iginse pH, sicaklik, azot ve
karbon kaynaklari, inkiibasyon siiresi gibi kiiltiir parametrelerinin optimizasyonu
gerceklestirilmektedir. Mikrobiyal pigmentler hiicre i¢i veya hiicre dis1 formda
sentezlenmektedir. Hiicre biyomasi veya kiiltiir sivisindan ekstrakte edilen ve
saflagtirilan pigmentler ise gida endiistrisi basta olmak ¢esitli endiistrilerde
renklendirici olarak kullanilmaktadir. Hatta, bu pigmentler g¢esitli biyolojik
aktiviteler (antioksidant, antibakteriyel, vyaslanma karsiti, antikanser vb)
sergiledikleri icinde kozmetik ve ila¢ endiistrilerinde de dnemli kullanim alanlari
bulmaktadir.

2. Dogal Pigmentler ve biyoteknolojik uygulamalari

Pigmentler 15181 emebilen ve belirli bir rengin gorlintiilenmesinden sorumlu olan
bilesiklerdir. Bu pigmentler cesitli cevherlerde, boceklerde, bitkilerde ve
mikroorganizmalarda dogal olarak bulunmaktadir (Behera et al.,, 2021).
Mikroorganizma olarakta bakterilerin, mantarlarin (filamentli mikrofunguslar,
makrofunguslar ve mayalar), mikroalglerin ve protozoalarin dogal pigmentleri
irettigi bilinmektedir (Tuli et al., 2015; Wang et al., 2017). Bu organizmalardan elde
edilen dogal pigmentler gida ve tekstil endistrilerinde renklendirici olarak
kullanilmaktadir. Dahasi, dogal pigmentlerin g¢esitli biyolojik aktivitelerde
sergiledigi ve bu yiizden insan saglig1 acisindan da son derece faydali olduklar
belirtilmeketdir (Pasdaran et al., 2023; Singh et al., 2023).

Ozellikle bitkiler ve mikroorganizmalar dogal pigmentlerin iki 6nemli
kaynagidir. Ancak bitkilerden elde edilen pigmentlerin 1s18a, 1siya veya pH'a
duyarlilik ve suda ¢ozliniirliigiiniin diisiik olmasi gibi ¢esitli dezavantajlar1 vardir.
Mikrobiyal pigmentler ise kiiltiir ortaminda hizli ve kolay bir sekilde tiretilebilmekte
ve bitki bazli pigmentlerin aksine hava kosullarindan etkilenmemektedirler. Bu
nedenle dogal pigmentleri mikroorganizmalardan elde etmek daha avantajli bir
yaklagim olarak kabul edilmektedir (Di Salvo et al., 2023).

3. Mikrobiyal Pigmentler

Mikroorganizmalar, pigmentler, enzimler, organik asitler, biyoyakitlar,
polisakkaritler, peptitler, antibiyotikler, tek hiicre proteini, lipitler vb. gibi ¢esitli
metabolitlerin dogal kaynaklaridir (Ranghar et al., 2019; Dabbagh et al., 2019).
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Mikroorganizmalar tarafindan sentezlenen Onemli pigmentler karotenoidler,
polyketide pigments (melanins, azaphilones, anthraquinones etc), fikobiliproteinler,
heterosiklik pigmentler (violacein ve prodigiozin), fenazinler (piyosiyanin,
piyoverdin, pyorubin), flavinler (riboflavin, roseoflavin and toxoflavin) ve
klorofillerdir (Orlandi et al., 2022; Toma et al., 2023). Mikroorganizmalardan elde
edilen bu pigmentlerin bazilart gida endiitrisinde renklendirici olarak
kullanilmaktadir.  Dahasi, literatiirde mikrobiyal pigmentlerin  antiviral,
antibakteriyel, antifungal, antioksidant, antikanser, antidiyabetik, antiaging,
antiobezite ve yara iyilestirme gibi biyolojik aktivitler sergiledikleri ve bu ylizdende
kozmetik, farmasotik ve nutrasétik endiistrilerinde de 6nemli kullanim alanlari
bulduklari rapor edilmektedir (Lin and Xu, 2020; Celedon and Diaz, 2021; Jiang et
al., 2023; Arslan et al., 2023; Esim et al., 2024).

Mikrobiyal pigmentler siv1 ve kati kiiltiirlerde iiretilmektedir. Uretim maliyetini
azaltmak i¢inse, peynir alt1 suyu, melas, meyve kabuklari, yiin ve tily gibi atik ya da
yan lriinler iiretim besiyerinde substrat (azot kaynagi ve/veya karbon kaynagi)
olarak kullanilmaktadir. Uretim miktarin1 artirmak icinse substrat cesidi ve
konsantrasyonu, kiiltiir pH’ s1, sicaklik, inkiibasyon siiresi, oksijen konsantrasyonu,
calkalama hizi ve indiikleyici ilavesi gibi parametreler optimize edilmektedir
(Taskin et al., 2011; Lopes and Ligabue-Braun, 2021; Arslan 2021; Arslan et al.,
2021; Kiziler et al., 2022).

Mikrobiyal pigmentler hiicre i¢i (intrasellular) ve/veya hiicre dis1 (ekstrasellular)
formda sentezlenmektedir. Hiicre i¢i formda sentezlenenlerin aksine, ekstrasellular
formda sentezlenenler kiiltiir sivisindan daha kolay ekstrakte edilebilmekte ve daha
yiiksek miktarlarda iretimi gerceklestirilebilmektedir. Mikrobiyal pigmentlerin
ekstraksiyonunda ise kloroform, aseton, petrol eteri ve hekzan gibi organik ¢oziiciiler
kullanilmaktadir (Taskin et al., 2011; Kanno et al., 2021; Poddar et al., 2021; Rather
etal., 2023).

3.1. Karotenoidler

Karotenoidler sari, turuncu, kirmizi ila mor renklerde bulunabilen ve bakteriler,
Okaryotik mikroalgler, makroalgler, bitkiler, bazi arkeler ve mantarlar tarafindan
sentezlenen en yaygin pigmentlerdendir. Karotenoidler iki ana gruba ayrilir:
ksantofiller (oksijen i¢eren) (C, H ve O) ve karotenler (oksijensiz) (C ve H). Dogada
en yaygin karotenler a-karoten, B-karoten, y-karoten, torulen ve likopendir; en ¢ok
bulunan ksantofiller ise B-kriptoksantin, lutein, zeaksantin, astaksantin, fukoksantin
ve peridinindir (Barretto and Vootla, 2020; Maoka, 2020; Rapoport et al., 2021;
Mapelli-Brahm et al., 2023).

Bakteriler tarafindan sentezlenen baglica karotenoidler B-karoten, astaksantin,
likopen ve zeaksantindir; ancak bakteriler artroksantin, (-karoten, [B-zeakaroten,
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C50-karotenoidler (bisanhidrobakterioruberin ve trisanhidrobakterioruberin) ve
C42-karotenoid (3,4,3',4'-Tetrahidrospirilloksantin) gibi diger nadir karotenoidleri
sentezlemektedirler (Jinendiran et al., 2020; Yu et al., 2022; Metwally et al., 2022;
Jiang et al., 2023; Naik and Gupte 2023).

Funguslarin bir grubu olan filament6z mikrofunguslarin sentezledigi onemli
karotenoid grubu pigmentler, B-karoten, torulen, likopen, astaksantin ve
norosporaksantindir. Diger mantar grubu, yani mayalar, B-karoten, astaksantin,
torulen ve torularhodin iiretir. Mikroalgler tarafindan sentezlenen karotenoidler
arasinda astaksantin, [-karoten, lutein, kantaksantin, zeaksantin, violaksantin,
likopen, ekinenon, fukoksantin, adoniksantin ve peridinin bulunur (Arslan et al.,
2023; Esim et al., 2024). Ornegin, Phaffia rhodozyma ve Xanthophyllomyces
dendrorhous mayalarinin yani sira Okaryotik mikroalg tiirleri olan Chlorella
zofingiensis ve Haematococcus pluvialis astaksantinin en 6nemli ticari iireticileridir.
Mikroalg Dunaliella salina’ nin yanisira Rhodotorula glutinis, R. mucilaginosa ve
Sporidiobolus pararoseus mayalari ise en giiglii B-karoten iireticileridir (Arslan et
al., 2023; Esim et al., 2024, Toma et al., 2023).

Simdiye kadar yapilan c¢aligmalarda bakterilerden, mantarlardan ve
mikroalglerden elde edilen karotenoidlerin gerek in vitro gerekse in vivo
caligmalarda gesitli biyolojik aktiviteler sergiledigi rapor edilmistir. Ornegin yapilan
bir ¢alismada (Jiang et al 2023), Rhodococcus aetherivorans N1 bakterisinden elde
edilen p-carotene, zeaxanthin ve isorenieraten bakimindan zengin karotenoid
extraktinin in vitro’ da DPPH radikaline kars1 antioksidant aktiviteye sahip oldugu
gosterilmistir. Fariq ve arkadaglari (2019) tarafindan yapilan bir calismada, iig
halofilik bakteriden (Aquisalibacillus elongatus MB592, Salinicoccus sesuvii
MB597 ve Halomonas aquamarina MB598) saflastirilan pigmentler yapisal olarak
analiz edilmis ve ardindan potansiyel antioksidan aktiviteleri degerlendirilmistir.
Analitik tekniklere gore saflagtirilmis pigmentlerin bakterioruberin karotenoidlerin
tiirevleri oldugu belirlenmistir. /n vitro analizler ise, saflastirilmis pigmentlerin
antioksidan (DPPH radikal temizleyici), antifungal ve antibakteriyel aktiviteler
gosterdigini  ortaya c¢ikarmigtir. Bagka bir c¢alismada (Yu et al, 2022),
Arthrobacter sp. QL17 bakterisinden elde edilen arthroxanthin isimli karotenidin in
vitro’ da hem antioksidant (DPPH ve ABTS radikallerine karsi) hemde antikanser
aktiviteye (HepG2, Hela, MDAB-231, SW480, and MKN-45 hiicre hatlarina karsi)
sahip oldugu rapor edilmistir. Yine baska bir aragtirma grubu (Metwally et al., 2022)
bir aktinobakteri olan Kocuria sp. RAM1’ den izole edilen Cso-karotenoidler
(bisanhydrobacterioruberin  ve trisanhydrobacterioruberin) ve Cap-carotenoid
(3,4,3',4'-Tetrahydrospirilloxanthin)’in ~ antioksidant, = antimikrobiyal,  anti-
inflammatory, anti-HSV-1, antikancer, antidiyabetik, and yara iyilestirme 6zelliklere
sahip oldugu gosterilmistir. Farkli bir ¢alisma (Gurkok, 2022), Metabacillus

66



idriensis LipT27 bakterisinden saflastirilan turunclu renkli pigmentin karotenoid
grubu bir pigmenti oldugunu ve bu pigmentin DPPH ve ABTS radikallerine kars1 in
vitro antioksidan potansiyele sahip oldugunu ve ayrica Yersinia enterocolitica,
Staphylococcus aureus ve Escherichia coli'ye karsi antibakteriyel etkinlik gosterdigini
ortaya ¢ikarmistir.

Yapilan bir in vivo ¢alismada (Wang ve digerleri, 2022), B. trispora‘dan ekstrakte
edilen P-karoten'in stiin antioksidan, antiinflamatuar, immiinomodiilatér ve
hepatoprotektif ozelliklere sahip oldugu gosterilmistir. Gramza-Michalowska ve
Stachowiak (2010), P. rhodozyma mayasindan elde edilen astaksantin igeren
karotenoid ekstraktinin DPPH ve ABTS radikallerine karsi antioksidan potansiyele
sahip oldugunu gostermistir. Liu ve arkadaslar1 (2023), Sporidiobolus pararoseus
ZQHL mayasindan ekstrakte edilen torularhodin pigmentinin in vitro DPPH ve ABTS
radikallerine kars1i giliclii bir antioksidant potansiyeline sahip oldugunu ve aymi
zamanda makrofaj hiicre hattinda (RAW 264.7 hiicreleri) lipopolisakkarit (LPS)
kaynakli hiicresel inflamasyonu hafiflettigini belirlemistir.

3.2. Polyketide pigmentler

Mikroorganizmalar tarafindan sentezlenen poliketid pigmentlere melaninler,
azafilonlar, antrakinonlar, hidroksiantrakinonlar, kinonlar ve naftokinonlar Ornek
verilebilir. Bu pigmentlerden melanin hem bakteriler hemde mantarlar tarafindan
sentezlenirken, azaphilones ve anthraquinones' ler sadece mantarlar tarafindan
sentezlendigi belirtilmektedir (Hayat et al., 2023; Mussagy et al., 2023; Dufossé, 2024).

Melanin hayvanlar, mantarlar ve bakteriler tarafindan sentezlenen bir poliketid
pigmentidir. Melanin bes ana kategoriye ayrilir: eumelanin, feomelanin, néromelanin,
allomelanin ve piyomelanin. Bu pigmentlerden eumelanin, pyomelanin ve allomelanin
koyu kahverengi-siyah, feomelanin ise kirmizi-sar1 bir renge sahiptir (Caldas et al.,
2020). Maya olarak Cryptococcus neoformans, Yarrowia lipolytica ve Aureobasidium
pullulans’ un, makrofungus (mushroom) olarak Auricularia auricula, Inonotus
hispidus, Agaricus bisporus ve Lentinula edodes’ in mikrofungus olarak’ da
Aspergillus, Phoma, Cladosporium ve Alternaria tiirlerinin melanin {rettigi
bildirilmektedir (Surendirakumar et al., 2022; Suthar et al., 2023; Arslan et al., 2023).
Bakteriler diinyasinda ise Streptomyces, Providencia, Pseudomonas, Rhizobium,
Bacillus ve Vibrio cinslerinin melanin {iretebilecegi rapor edilmektedir (Kurian and
Bhat 2017; Choi et al., 2021; Kordjazi et al., 2024).

Melaninler mantar ve bakterileri UV, giines ve gama radyasyonu ve agir metal
toksisitesi gibi farkli cevresel stres faktorlerine karst korur. Ayrica melaninler
mikroorganizmalari ekstrem kosullarda viriilansin1 ve hayatta kalma potansiyelini
arttirir (EI-Naggar and Saber, 2022; Ghattavi et al., 2022; Muioz-Torres et al., 2024).
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Mikroorganizmalardaki rollerinin yanisira, mikroorganizmalardan elde edilen
melanin ¢esitli biyolojik aktivitelerde (antikanser, antioksidant, yaslanma karsiti,
antmikrobiyal vb) sergilemekte ve bu yiizden de kozmetik ve farmasdtik
endiistrilerinde 6nemli kullanim alanlar1 bulmaktadir. Ornegin, Wu ve arkadaslart
(2022), bir proteobakteri olan Rhizobium radiobacter ATCC 1333'ten elde edilen
melaninin in vitro antioksidan (DPPH ve OHe radikal temizleme aktiviteleri) ve anti-
mikrobiyal potansiyele (E. coli, S. aureus, A. baumanii ve M. albicans’ a kars1) sahip
oldugunu bildirmistir. Mary ve arkadaslar1 (2022), bir proteobakteri olan
Pseudomonas mosselii STSGRDS1'den elde edilen melaninin, DPPH, ABTS, OHs,
H202 ve NO- radikallerine kars1 in vitro antioksidan aktiviteye sahip oldugunu ve
UV-A ve UV-B igmlarina karsi koruma saglayabilecegini gostermistir. Bir bagka
calismada (Ghadge et al.,, 2020), Bacillus subtilis 4NP-BL'den elde edilen
eumelaninin, DPPH radikallerine kars1 antioksidan aktivite ve Xanthomonas
campestris ve Alteromonas macleodii'ye karsi antimikrobiyal aktivite gosterdigini
tespit edilmistir. Kurian ve Bhat SG (2017), bir deniz proteobakterisi olan Providencia
rettgeri BTKKS1'den elde edilen eumelaninin, in vitro’ da radikal temizleme ve metal
selatlama potansiyelinin yam sira fotokoruma ve anti-inflamatuar 6zelliklere sahip
oldugunu belirlemistir. El-Zawawy ve arkadaslari (2024) tarafindan yapilan bir
calismada Streptomyces djakartensis NSS-3'ten elde edilen pigment karakterize
edilmis ve biyolojik aktiviteleri degerlendirilmistir. Calismanin ekibi bu bakteriden
elde edilen pigmenti, ultraviyole goriniir spektrofotometri (UV-VIS), Fourier
doniisiimii kizilétesi (FT-IR), enerji dagilimli X-1s1m1 spektroskopisi (EDX) ve NMR
analizinden elde edilen verilere gore azot-igermeyen piyomelanin olarak karakterize
etmistir. Arastirma ekibi bu melanin giicli radikal temizleme aktivitesi ve
radyokoruma potansiyeline sahip oldugunu, HCT116, HEPG ve MCF7 hiicre hatlarina
kars1 antikanser, P. aeruginosa ATCC 902 (PA-09), S. aureus (SA-04), K.
pneumoniae (KP-01) ve E. coli (EC-03) gibi ¢oklu ilaca direngli (MDR) bakteri
suslarina karsi ise antibakteriyel etki gosterdigini ortaya c¢ikarmistir. Bir bagka
aragtirma grubu (Surendirakumar et al., 2022), endofitik filamentdz bir mikrofungus
olan Phoma sp. RDSE17’ den edilen melaninin antioksidan (DPPH radikaline kars1),
antimikrobiyal (patojenik bakteri ve mantarlara karsi) ve antikanser (insan akciger
kanseri hiicre hatt1 A549'a kars1) aktivitelere sahip oldugunu ortaya ¢ikarmigtir. Fu ve
arkadaglar1 (2022), Sporisorium reilianum mikrofungusundan elde edilen L-25
melaninin kimyasal yapisin1 ve biyolojik aktivitelerini ortaya ¢ikarmay1 amaglamistir.
Ekip yapisal analizlere gére L-25° in DL-hidroksifenilalanin (DOPA) tipi bir melanin
oldugunu belirlemistir. Calismanin ekibi ayrica bu melaninin DPPH radikallerine kars1
giiclii bir antioksidant aktivite gosterdigini, ROS ve malondialdehit seviyelerini ve
laktat dehidrojenaz igerigini azalttigin1 ve HepG2 hiicrelerini oksidatif hasara karsi
korudugunu ortaya ¢ikardi. Barretto ve Vootla (2020), Cryptococcus rajasthanensis
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mayasindan ekstrakte edilen melanininin in vitro antimikrobiyal, antioksidan,
antiinflamatuar ve antikanser aktivitelere sahip oldugunu rapor etmistir. Li ve
arkadaslar1 (2022), Inonotus hispidus makrofungusundan elde edilen iki farkli melanin
fraksiyonunun (suda ¢6ziinen ve suda ¢dziinmeyen melanin) antioksidant 6zelligini
test etmis ve suda ¢dziinen melanin fraksiyonunun insan hepatik LO2 hiicrelerini H2O2
kaynakli oksidatif strese karsi korudugunu ve bu hiicrelerde hiicre ici ROS'u 6nemli
oOl¢lide azalttigini belirlenmistir. Yakin zamanda yapilan baska bir calismada (Tong et
al., 2023), Ophiocordyceps sinensis makrofungusundan elde edilen melaninin, in
vitro’da DPPH and ABTS radikallerini giderme, metal selatlama and hiicre i¢i ROS
icerigini azaltma gibi biyolojik aktiviteler sergiledigi gosterilmistir.

Fungal polyketides- azafilonlar ve antrakinonlar ise filamentli mikrofunguslar
tarafindan sentezlenmektedir. Ornegin, Monascus cinsinin dzelliklede M. purpureus’
un sari (monascin ve ankaflavin), kirmizi (monascorubramine ve rubropuntamine) ve
turuncu (monascorubrin and rubropunctatin) renklerde, Penicillium cinsinin ise
(ornegin P.  cimallochii ve P. sclerotiorum) ise sclerotiorin isimli sari renkli
azaphilone pigment trettigi bilinmektedir. Polyketides-anthraquinones ise filamentli
mikrofunguslarin Aspergillus, Alternaria, Talaromyces, Eurotium, Fusarium, Phoma,
Trichoderma gibi cinsler tarafindan sentezlenmektedir. Ornegin, Aspergillus
versicolor aspergilol A ve aspergilol B, Talaromyces purpureogenus ise
anthraguinone and herquinone isimli anthraquinone tip pigmentleri sentezlemektedir
(Huang et al., 2017; Hasanien et al., 2022; Arslan et al., 2023; Toma et al., 2023).
Literatiirde ise azafilonlarm ve antrakinonlarin antioksidant, antikanser, antibakteriyel,
antiparazitik, antiviral, herbisidal, insektisit, kolesterol diisiiriicii ve fungisidal
aktiviteler sergiledigi agiklanmaktadir (Arslan et al., 2023; Toma et al., 2023; Vidal et.
al., 2023). Ornegin Chaudhary ve arkadaslar1 (2022), M. purpureus'tan (MTCC 369)
ekstrakte edilen kirmizi renkli pigmentin, DPPH ve ABTS radikal temizleme ve ferrik
indirgeme giicli analizlerinde giiclii antioksidan aktiviteye sahip oldugunu ortaya
cikarmigtir. Ayrica bu pigmentlerin, insan prostat kanseri hiicre hatti (LNCaP)
tizerinde antikanser aktivite gosterdiginide belirlemislerdir. Farkl bir aragtirma grubu
(Hasanien et al., 2022), Talaromyces purpureogenus'tan elde edilen kirmizi pigment
ekstraktinin (antrakinon ve herkinon igeren), DPPH radikali giderme testine gore
antioksidan aktiviteye sahip oldugunu bulmustur. Ayni arastirmacilar bu ekstraktin
karaciger hiicre hatti (HepG-2), meme kanseri hiicre hattt (MCF-7) ve bir kolon
kanseri hiicre hattt1 (HCT116) tlizerinde antikanser aktivite sergiledigini belirlemistir.
Vidal ve arkadaslar1 (2023), deniz mantar1 Chromolaenicola sp.'nin kiiltiir sivisindan
saflagtirilan bir antrakinon olan 1,8-dihidroksi-9,10-antrakinonun (danthron), anti-
anjiyojenik, antikanser, antimetastatik ve antioksidan ozelliklere sahip oldugunu
belirlemistir. Elawady ve arkadaslar1 (2022), endofitik mantar Aspergillus versicolor
SB5'ten elde edilen physcion (dogal olarak olusan, sari-turuncu renkli bir antrakinon
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tirevi pigment) adi verilen bir dihidroksiantrakinon bilesiginin bazi biyolojik
aktivitelerini arastirmis ve bu bilesigin anti-inflamatuar potansiyele sahip oldugunu,
DPPH, ABTS, O ve nitrik oksit (NOe) radikallerini temizleyebildigini, lipit
peroksidasyonunu inhibe edebildigini ve giiclii antikolinesteraz aktivitesi gosterdigini
ortaya cikarmustir. Zhou ve arkadaslar1 (2023), filamentli bir mikrofungus olan
Aspergillus ustus'tan elde edilen bir poliketon pigment-DBFLO5'in antioksidan ve
antibakteriyel etkinligini arastirmis ve bu pigmentin suda yiiksek ¢oziiniirliige, alkolde
diisiik ¢oztiniirliige sahip oldugunu ancak diger organik ¢oziictilerde ise ¢6ziinmedigi
belirlemistir. Bu arastirmacilar ayrica pigmentin piropirazin diketon ve diantron diye
iki ana bilesenden meydana geldigini ve her iki bileseninde de ti¢ patojenik bakteriye
(Escherichia coli, Staphylococcus aureus ve Bacillus subtilis) kars1 antibakteriyel ve
OHe ve DPPH radikallerine karsida antioksidant aktivite gosterdigini ortaya
cikarmigstir.

3.3. Heterosiklik pigmentler

Heterosiklik bilesikler, iki veya daha fazla farkli tiirde atom iceren siklik bir
yapiya sahiptir. Bakterilerden elde edilen heterosiklik pigmentlerin en bilinenleri
indigo ve indigoidin (mavi), prodigiosin (kirmizi) ve viyolasin (mor renkli) dir
(Orlandi et al., 2022).

Prodigiosin’ in ana treticisi Serratia marcescens bakterisi olsa da, Pseudomonas
magneslorubra, Vibrio psychroerythrous, Alteromonas rubra ve bazi Streptomyces
tiirlerininde bu pigmenti trettigi bilinmektedir (Gacem et al., 2020; Darshan and
Manonmani, 2015; Mukhia et al., 2023).

Bakteri kaynakli prodigiozin Ozellikle antibakteriyel ozelligi ile 6n plana
cikmaktadir. Bununla birlikte, pigmentin antioksidan, antifungal, antimalaryal,
antikanser, antidiyabetik ve immiinsiipresif gibi ¢esitli biyolojik aktivitelerede sahip
oldugu bildirilmektedir (Arivizhivendhan et al., 2018; Mukhia et al., 2023). Bu
pigmentin antibakteriyel etki mekanizmasi, hiicre mebranina zarar verme ve
membran1 gecerek hiicre bilylimesini inhibe eden DNA giraz ve topoizomeraz IV
gibi enzimleri inhibe etme yetenegi, antikanser potansiyeli ise onlarin kanser
hiicreleri tizerindeki apoptotic yetenegi (hiicre dongiisiiniin durdurulmasi, DNA
hasar1 ve hiicre i¢i pH degisikligi sayesinde) ile agiklanmaktadir (Berlanga et al.,
2000; Darshan and Manonmani, 2015; Suryawanshi et al., 2017). Ornegin yapilan
bir ¢alismada (Sajjad et al., 2018), Streptomyces sp. WMA-LM31 susundan elde
edilen prodigiozin giiclii antioksidan, antikanser ve apoptotik Ozelliklere sahip
oldugu gosterilmistir.  Sudhakar ve arkadaslar1 (2022), S. marcescens’ den
saflastirdiklar1 prodigiozinin, DPPH ve ABTS radikallerine karst giiglii bir
antioksidan aktivitenin yanisira antimikrobiyal ve antikanser kapasiteye de sahip
oldugunu ortaya ¢ikarmistir. Yine farkli bir ¢aligmada (Koyun ve ark., 2022), S.
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marcescens MB703'ten saflastirilan prodigiozinin, HT-29 insan kolon kanseri ve
SK-MEL-30 insan melanom hiicrelerine karsi antikanser aktiviteye sahip oldugu
rapor edilmistir. Ayrica aymi c¢aligmada prodigiozinin, antioksidan enzim
aktivitelerini (SOD ve CAT) artirarak ve MDA diizeyini azaltarak SH-SY5Y insan
noroblastoma hiicrelerini oksidatif strese karsi korudugu da tespit edilmistir.

Bakteriler tarafindan sentezlenen ve heterosiklik yapiya sahip olan diger pigment
ise viyolasindir. Mor renkli olan bu pigment Chromobacterium violaceum’ un
yanisira C. vaccinii, Janthinobacterium lividum,
Duganella sp., Pseudoalteromonas sp., lodobacter sp.,  and Massilia sp.  tiirii
bakteriler tarafindan iiretilmektedir. Bu pigmentinde antimikrobiyal, antikanser ve
antioksidant aktiviteyede sahip oldugu rapor edilmektedir (Masuelli et al., 2016;
Vishnu and Palaniswamy, 2018; Park et al., 2021; Cheng et al., 2022). Ornegin
Cheng ve arkadaslar1 (2022), Chromobacterium violaceum'dan izole edilen
violaceinin DPPH ve ABTS radikallerine karsi antioksidant, gram-pozitif
patojenlere (Staphylococcus aureus ve Bacillus subtilis) karsi ise gigli
antibakteriyel etkinlige sahip oldugunu ortaya ¢ikarmistir. Anahas ve arkadaslari
(2022), bir halofilik bakteri olan C. violaceum'dan izole edilen violaceinin'in S.
aureus, B. subtilis, E. coli, P. aeruginosa ve C. albicans'a karsi antimikrobiyal
etkinlige sahip oldugunu ve ayrica antioksidan aktivite sergiledigini ortaya
cikarmastir.

3.4. Fenazinler

Fenazinler azot igeren heterosiklik bilesiklerledir. Bakteriler tarafindan iiretilen
fenazinlerden olan piyosiyanin mavi-yesil, pyoverdin sari-yesil, pyomelanin agik
kahverengi, pyorubrin ise kirmizi-kahverengi tonlarindadir (Saleem et al., 2021). En
cok calisilan fenazin ise piyosiyanindir. Piyosiyanin, oksidasyon durumuna gore
renk degistiren, suda ¢Oziiniir ve floresan olmayan bir fenazindir: tamamen
oksitlenmis durumda mavidir ve indirgenmis durumda ise renksizdir. Piyosiyanin
cok giiclii antimikrobiyal 6zellige sahip oldugu ve bu yiizden piyosiyanin iireten
bakterilerin dogal ortamda diger mikroplara kars1 daha avantajli oldugu
belirtilmektedir. Piyoverdin, demir aliminda, pyorubin ise mikroorganizmanin
oksidatif strese kars1 korunmasina gorev alir (Mavrodi et al., 2001; Visca et al., 2007;
Ruiz-Roldan et al., 2020).

Pseudomonadlar en ¢ok arastirilan fenazin {reticileridir. Bunla birlikte
Sorangium, Brevibacterium, Burkholderia, Erwinia, Pantoea aglomerans ve
Streptomyces gibi diger Gram negatif ve Gram pozitif bakterilerinde fenazinleri
trettigi bilinmektedir (Orlandi et al., 2022). Yapilan calismalarda, bakterilerdeki
rollerinin yanisira, onlardan elde edilen fenazinlerin gesitli biyolokik aktiviteler
sergiledigi ve bu yiizden tibbi dneme sahip oldugu aciklanmaktadir. Ornegin, yapilan
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bir caligmada (Saleem et al., 2021), Pseudomonas aeruginosa'dan elde edilen
piyosiyanin, DPPH ve ABTS radikallerine karsi antioksidan ve gida kaynakli
patojenlere (bakteri ve mantarlara) karsi ise antimikrobiyal etkinlige sahip oldugu
belirlenmistir. Marey ve arkadaglar1 (2024), P. aeruginosa'dan saflastirdiklar
piyosiyaninin  farkli klinik bakteri suslarmma (Bacillus, Staphylococcus,
Streptococcus ve E. coli izolatlar1) kars1 antibakteriyel aktiviteye sahip oldugunu ve
ayrica A549, MDA-MB-231, Caco-2 ve MDA-MB-231 kanser hiicre hatlarina kars1
antikanser aktivite gdsterdigini tespit etmistir. Farkli bir calismada (Shouman ve
digerleri, 2023), Pseudomonas aeruginosa'nin klinik (PsC05) ve ¢evresel (PsE02)
suslarindan ekstrakte edilen iki farkli piyosiyaninin potansiyel biyoaktiviteleri
aragtirlmigtir. Arastirma ekibinin elde ettigi sonuglara gore saflastirilmig
piyosiyaninlerin, test edilen tiim gida kaynakli patojenlere, MDR/XDR bakterilere
ve C. albicans'a kars1 dikkate deger antimikrobiyal potansiyele sahip oldugu tespit
edilmistir. Arastirma ekibi ayrica, s6z konusu piyosiyaninlerin bakteriyel
patojenlerin biyofilm yeteneklerinide 6nemli 6l¢iide azaltigi ancak C. albicans'a
kars1 sinirli antibiyofilm aktivitesi gosterdigini tespit etmistir. Diger yandan ekibin
elde ettigi sonuglar, PsC05 kaynakli piyosiyaninin PSE02 piyosiyanine oranla, daha
yiiksek antioksidant (FRAP, DPPH ve ABTS analizlerine gore) ve antikanser
aktiviteye (insan Meme Kanseri MCF-7 ve Kolorektal Karsinomaya HCT-116" ye
kars1) sahip oldugunuda ortaya ¢ikarmistir.

3.5. Fikobiliproteinler

Fikobiliproteinler (PBP'ler), siyanobakterilerde ve bazi Okaryotik alglerde
(Rhodophyta filumu) 1s1k absorbsiyonunda gérev yapan suda ¢oziintir proteinlerdir.
Isik emme Ozelliklerine gére PBP'ler dort gruba ayrilir: fikoeritrinler (PE; pembe-
mor), fikoeritrosiyaninler (PEC'ler; turuncu), fikosiyaninler (PC; mavi) ve
allofikosiyaninler (APC). Bu organizmalardan elde edilen, PBP'ler gida, kozmetik
ve boya endiistrilerinde pigment olarak kullanilir (Esim et al., 2024).

Diger taraftan, bu organizmalardan elde edilen PBP’ ler antioksidan, anti-
inflamatuar, anti-aging, antiviral, antibakteriyel, antikanser, hepatoprotektif ve
noroprotektif aktiviteleri nedeniyle PBP'ler kozmetik, ilag ve nutrasotik
endiistrilerinde nemli kullanim alanlarina sahiptirler (Esim et al., 2024). Ornegin,
Viana Carlos ve arkadaslar1 (2021) bir siyanobakteri olan Arthrospira platensis'ten
elde ettikleri PBP ekstraktinin kimyasal igerigini ve biyolojik aktivitelerini
arastirmistir. Bu arastirmacilar ekstraktin fikosiyanin ve allofikosiyanin igerdigini ve
ekstraktin DPPH radikal temizleme ve demir selatlama testelerine gore yiiksek
antioksidan potansiyele sahip oldugunu ortaya ¢ikarmigtir. Lin ve Ng (2021),
Cyanobacterium aponinum PCC 10605'ten ekstrakte edilen C-fikosiyaninin DPPH
ve Oy radikallerine karsi antioksidant, E. coli'ye karsi antibakteriyel aktiviteye,
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HL60 16semik hiicrelere kars1 ise antikanser aktiviteye sahip oldugunu belirlemistir.
Yapilan baska bir ¢calismada Michrochaete'den izole edilen Fikoeritrinin antikanser
(HepG2 hiicre hattina kars1), antibakteriyel (Pseudomonas aeruginosa, E. coli ve
Staphylococcus aureus’ a karsi) ve antioksidant (ABTS ve DPPH radikallerine kars1)
aktivitelere sahip oldugu rapor edilmistir. Yapilan bagka bir ¢alismada (Afreen and
Fatma, T2018), Michrochaete'den izole edilen fikoeritrinin antikanser (HepG2 hiicre
hattina kars1), antibakteriyel (Pseudomonas aeruginosa, E. coli ve Staphylococcus
aureus’ a karsi) ve antioksidant (ABTS ve DPPH radikallerine karsi) aktivitelere
sahip oldugu rapor edilmistir. Patel ve arkadaslari1 (2018) tarafindan gerceklestirilen
bir ¢alismada bir deniz siyanobakterisi olan Halomicronema sp.'den saflastirilan
fikoeritrinin antioksidant aktivitesi sayesinde model organizma olan Caenorhabditis
elegans'ta hiicre i¢i ROS'taki artigi azalttigi, bozulmus fizyolojik davraniglart
diizelttigi ve yaslanmaya karsi koruyucu 6zellik tasidig1 gosterilmistir. Bagka bir
aragtirma ekibi (Suphan et al., 2023) tarafindan yapilan ¢alismada, bir siyanobakteri
olan Nostoc sp SWO02 tiiriinden hazirlanan PBP ekstraktinin kimyasal icerigi ve
biyolojik aktiviteleri test edilmistir. Calismada, ekstraktin fikoeritrin ve fikosiyanin
icerdigi ve antioksidan (DPPH radikaline karsi) ve antikanser (insan HeLa kanser
hiicre dizisine kars1) aktiviteler sergiledigi bulunmusmustur. Ayrica ekstraktin iki
gram-pozitif bakteriye (Bacillus subtilis TISTR 1528 ve Staphylococcus aureus
ATCC 25923) kars1 antimikrobiyal etkinlik gosterdigi ancak gram pozitif bakteri
Propionibacterium acnes DMFT 14916, gram negatif bakteri E. coli ATCC 25922
ve maya C. albicans SU 28'e karsi antimikrobiyal potansiyele sahip olmadig:
belirlenmistir.

4. SONUC

Dogal pigmentler mayalar, bakteriler, ipliksi mikrofunguslar ve mikroalgler gibi
mikroorganizma gruplar1 tarafindan iretilebilmektedir. Bu mikroorganizmalar
tarafindan {retilen en Onemli pigment gruplart ise karotenoidler (B-karoten,
torularhodin, astaksantin, likopen, fukoksantin zeaksantin, lutein, artroksantin, (-
karoten, [-zeakaroten vb), polyketide pigments (melaninler, azafilonlar,
antrakinonlar, hidroksiantrakinonlar, kinonlar ve naftokinonlar), fenazinler
(piyosiyanin, pyoverdin ve pyomelanin), fikobiliproteinler (fikoeritrinler,
fikoeritrosiyaninler, fikosiyaninler ve allofikosiyaninler) dir. Bu pigmentler ise gida,
kozmetik ve boya endiistrilerinde renklendirici olarak kullanilmalarmin yanisira,
sahip olduklar1 ¢esitli biyoaktif 6zelliklerinden (antioksidant, antimikrobiyal,
yaglanma karsitt vb) dolay1 kozmetik ve ila¢ endiistrilerinde uygulama alanlar1
bulmaktadir.
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